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1. FEJEZET
Geometriai szerkeszthetoség

1.1. A geometriai szerkeszthet6ségrol

Ismeretes, hogy régéta (lasd ,,mar az okori gorogok is”) gondolkodtak azon, hogy ha adott egy
kocka, hogyan lehetne megkétszerezni a térfogatat, azaz megszerkeszteni egy olyan kocka élét,
amelynek térfogata kétszerese az eredetinek. Van olyan elképzelés is, hogy a kérdés egy ,,produk-
tiv félreértés” kovetkezménye: a szentély, amelyhez joslatért fordultak, egy kocka alakd oltar
kétszeresre nagyitasara szélitott fol, de ezen az alapél kétszeresre nagyitasat értette.

De térjiink vissza a ,produktivan félreértett” feladathoz. A fenti formajaban még korantsem
egyértelm@i: nem mondja meg, hogy milyen eszkozoket hasznalhatunk a szerkesztéshez. Ennek
megfelelGen az immar megnehezitett geometriai feladat megoldaséra a legkiilonb6z6bb segédeszkézoket
talaltak ki.

Els6 dolgunk tehat annak a tisztédzasa, hogy milyen eszkozoket és azokkal milyen l1épéseket
engediink meg a szerkesztés folyaman. Végig sikbeli szerkesztésekkel foglalkozunk. ,,Fuklideszi”
szerkesztésnek azokat a szerkesztéseket nevezziik, amelyekhez csak egy egyéli vonalzét és korzot
hasznalunk. (A vonalz6 egyélii, ebbél kovetkezik, hogy parhuzamosok szerkesztéséhez nem illesz-
thet6 Ossze egy masikkal a szokott mdédon. De ismeretes altalanos iskolai tanulmanyainkbdl, hogy
az euklideszi sikon az igy lesziikitett eszkozokkel is szerkeszthetd adott egyenessel parhuzamos
egyenes adott ponton keresztiil.)

Tisztdznunk kell még, hogy mit tekintiink megengedett 1épésnek:

1) Felvehetiink a sikon egy tetsz6leges pontot.

2) Két pontra illeszthetiink egy egyenest.

3) Egy adott szakaszt ,korzényilasba vehetiink", azaz egy mar megszerkesztett pont koriil egy
mar megszerkesztett szakaszhossziisdggal mint sugarral kort hizhatunk.

Ezen kiviil megszerkeszthetjik

4a) két egyenes,

4b) egy egyenes és egy kor,

4c) két kor

metszéspontjat. Euklideszi szerkesztésnek azokat az eljardsokat nevezzziik, amelyek véges sok
ilyen 1épésbél allnak.

Tekintsiik most a ,kockakettézési" feladatot. Ebben az esetben adott még egy szakasz is.
Ennek hosszat nyugodtan vehetjik egységnek. A kérdés most az, hogy szerkesztheté-e véges
sok, a fent lefrt 1épéssel egy +/2 hossztisagi szakasz.

A vélasz nyitja az, hogy a geometriai kérdést algebria kérdéssé alakitjuk at. (Itt érdemes
megjegyezni, hogy altalaban is sokszor segit az, ha egy problémat arrél a nyelvrdl, amelyen meg-
fogalmazddott, ,leforditunk' egy masik nyelvre, ahogyan itt az eredetileg geometriai probléméat
algebrai problémara forditjuk le.)

Els6, még nem egészen pontos megfogalmazassal: azt fogjuk megvizsgalni, hogy milyen al-
gebrai miveleteket kell elvégezniink ahhoz, hogy egy-egy szerkesztési miivelet eredményét alge-
a fent emlitett ,forditas" kulcspontja, ez a definicié teszi lehetévé, hogy algebrai problémaként
,hézziink ra" a szerkeszthetOség kérdésére.



1 fejezet. Geometriai szerkeszthetdség 1.1. A geometriai szerkeszthetdségrol

Definicié. A valés szamok egy részhalmazat szamtestnek nevezzik, ha tartalmazza az 1-et,
tovabba zart az Osszeadasra, kivonasra, szorzasra és a nulla kivételével az osztasra.

Ilyen szamtest példaul a raciondlis szamok halmaza. Valdjaban kénnyen belathaté, hogy ez
a legsziikebb szamtest, amely tartalmazza az 1-et. Ugyanis korlatlanul lehet benne 6sszeadni,
kivonni és barmely nulldtél kiillonb6z6 szdmmal osztani, ezért minden szadmtest, amely tartal-
mazza az l-et, tartalmazza az Osszes raciondlis szamot. (Megjegyzendd, hogy ha a szamtest
a nulldn kiviil is tartalmaz elemet, akkor tartalmazza az 1-et is, hiszen tartalmazza ennek a
szamnak 6nmagaval vett hanyadosat is.)

Ezek utdn mér egy fokkal pontosabban fogalmazhatunk. Azt fogjuk megvizsgalni, hogy melyik
az a legszilikebb szamtest, amelyet egy-egy szerkesztési 1épéssel ,elértiink'. Ezen a kovetkezot
értjik. El6szor is felveszlink egy koordinatarendszert, amelynek egysége az adott kocka élének
hossza. A késébbiekben azt nézziik, hogy az éppen megszerkesztett alakzatot (vagy pontot)
milyen szamtestbdl vett szdmokkal tudjuk jellemezni. Egy pontot a koordindtaival, egy egyen-
est vagy kort az egyenletével, egy szakaszt a hosszaval jellemziink. Mindig a lehet6 legsziikebb
szamtestre gondolunk, amelynek elemeivel az illet6 alakzat jellemezhetd. A v/22+3v/8 = 0 egyen-
letii egyenes példaul ilyen alakban is jellemezhet6: x 4+ 6y = 0, tehat ennek megszerkesztésével
még nem léptiink ki a racionalis szamok ) testébol.

A kiinduldsnal tehat adott egy egységnyi hossziisdgi szakasz. Ezzel a raciondlis szamok
szamtestét ,értiik el'. Nézziik most az 1) 1épést: felvesziink egy tetszéleges pontot a sikon.
Mivel a felvett pont tetszéleges, a szerkesztésnek ,,miikddnie" kell akkor is, ha ennek a pontnak
a koordinatai raciondlis szamok. Ez a késébbiekben is igaz, amikor ezt a 1épést haszndljuk. (Itt
kihasznaljuk, hogy a sik barmely kis részén van olyan pont, amelynek mindkét koordinataja
raciondlis.) Ezzel a 1épéssel tehdt nem bévil a szerkesztéssel elérheté szamtest.

Nem boviil a szamtest a 2) 1épésnél sem: ha két pontot 6sszekotiink egy egyenessel, a kapott
egyenes egyenlete felirhato tgy, hogy a két pont koordindtaival csak alapmiiveleteket végziink:
osszeadast, kivonast és szorzast (valgjaban még osztani sem kell).

A 3) 1épéshez sziikségiink van egy mér megszerkesztett szakasz hosszénak a kiszdmitasara. Sz-
erencsére egy kor egyenletének a felirasdhoz csak a hossz négyzetére van sziikség, igy most sem
lépiink til az alapmiiveleteken. Most egy olyan kor egyenletét kell felirnunk, amelyik kézéppon-
tjanak mindkét koordinataja a mar ,elért" szamtestbe tartozik, és ugyanez igaz a sugar hosszara
is. Itt sem lépiink til az alapmiiveleteken.

4a)-nél két egyenes metszéspontjanak a koordinéatéit kell kiszamitanunk, a két egyenes egyen-
letének ismeretében. Ez ismét csak a négy alapmiiveletet koveteli meg.

Marad még 4b) és 4c). Az itt megszerkesztett metszéspont koordinatdit mindkét esetben tgy
szamithatjuk ki, hogy a két alakzat egyenletében szerepl6 szamokkal alapmiiveleteket végziink,
majd egy ezekbdl kapott masodfoku egyenletet oldunk meg. (L. ) Ez az els6 olyan pont, ahol
tullépiink az alapmiiveleteken és sziikségiink van négyzetgyokvonasra is. Fontos megjegyezniink,
hogy olyan szdmbdl vonunk négyzetgyokot, amely a ,,mar elért" szamtestben van.

Mivel a szerkesztés eredményeként egy szakasz hosszat akarjuk megkapni, ezért sziikségiink
van egy szakaszhossz kiszdmoldsara is. Ehhez ismét egy, a mar elért szdmtestbdl vett szambol
kell négyzetgyokot vonnunk.

Ezért bevezetjiik a kovetkezo

JelGlést : Ha T egy szamtest, t e szamtest egy pozitiv eleme, akkor azt a legsziikebb szamtestet,
amely tartalmazza T-t és t négyzetgyokét, T(v/t)-vel jeloljiik. Ilyenkor azt mondjuk, hogy T-t
bévitettiik \/t-vel, a T'(\/t) szamtestet pedig a T szamtest v/t-vel valé bévitésének nevezziik. Az
ilyen testboOvitéseket réviden mdsodfoki testbévitésnek fogjuk nevezni.

Megjegyezziik, hogy nem engedtiitk meg, hogy ¢ negativ szam legyen. Ezt a megkotést azért
tettiik, mert az ilyen bévitésekkel nem fogunk foglalkozni. Valéjaban a negativ t-k esetében is
méasodfoka bévitésrdl van sz, igy példaul a komplex szamok teste a valds szamok testének az ¢



1.2. Amit tudni kell a mdsodfoki testbvitésekrsl 1 fejezet. Geometriai szerkeszthet6ség

képzetes egységgel valdé masodfokil bovitése.

Altaldban is hasznalni fogjuk a T'(u) jelolést, ez azt a legsziikebb szémtestet jelenti, amely
tartalmazza T minden elemét és u-t is. Ilyenkor altalaban megkoveteljiik, hogy u ne legyen benne
T-ben. Es még altalanosabban T'(u1, ..., uy,) jeloli azt a legsziikebb szémtestet, amely tartalmazza
T minden elemét, tovabb tartalmazza az Gsszes felsorolt u;-t.

Osszefoglalva eddigi eredményeinket a kévetkezét kapjuk:

Tétel. Ha azt a legsziikebb T szamtestet nézziik, amelybdl vett szamokkal egy adott sz-
erkesztéssel megszerkesztett alakzat (pont, egyenes, kor vagy szakasz) jellemezhetd, ezt a szamtestet
a raciondlis szamtestbol véges sok masodfoki bdévitéssel kapjuk. Tehat T-t egy olyan @Q =
= @Q1,Q2,...,Qn = T sorozat utolsé elemeként kapjuk, ahol minden Q;-t (i > 1-re) ugy ka-
punk, hogy Q;_1-t bévitjiik egy pozitiv t;_1 elemének a négyzetgyokével. (Belathatd, hogy T =
= Q(t1,...,t;m—1), de erre nincs sziikségiink.)

Nem nehéz belatni, hogy ha egy T szamtest elemeit (mint szakaszhosszakat) meg tudjuk
szerkeszteni, akkor e test minden pozitiv elemének a négyzetgyokét is meg tudjuk szerkeszteni
(mint szakaszhosszt) és az 1.2 feladat d) részének megolddsa mutatja, hogy a T'(v/t) test barmely
elemét meg tudjuk szerkeszteni. Igaz tehat a kdvetkezo

Tétel: Egy t hosszisagu szakasz az egységbdl pontosan akkor szerkesztheto, ha ¢ eleme egy
olyan szamtestnek, amelyet a raciondlis szamok testébdl véges sok masodfoku bovitéssel kapunk.

Els6 1épésként célszerti tehat azt tisztdznunk, hogy hogyan kapjuk T' elemeibél T'(v/t)-t (ahol
t a T szamtest pozitiv eleme).

1.2. Amit tudni kell a masodfoku testbovitésekrol

1.1. (S) Kutaté munka:

Jellemezni akarjuk Q(v/2), tehat a /2-t tartalmazé legsziikebb szdmtest elemeit, a lehetd
legegyszertibb médon. Ennek a szamtestnek nyilvan tartalmaznia kell az a + byv/2 alaki szamot,
ahol a és b raciondlis. Masrészt tartalmaznia kell két ilyen szdm hanyadosat is, tehat az Gsszes
% alakd szamot is, ahol a, b, ¢, d racionalis szamok, és c és d koziil legalabb az egyik nem
nulla.

a) Igaz-e, hogy az ilyen alaki szdmok mar kiadjék a keresett szdmtest minden elemét. Azaz
igaz-e, hogy az ilyen alaku szdmok zartak a négy alapmiiveletre (a nulldval valé osztés kivételév-
el)?

b) Hogyan lehet a legegyszertibben leirni Q(v/2) elemeit ?

1.2. Kutaté munka:
a) Jellemezziik Q(1/3) elemeit az 1.1 feladatban létotthoz hasonlé médon!

b) Jellemezziik lehetéleg egyszertien Q(+v/3) elemeit!

c) Jellemezziik lehetSleg egyszertien Q(v/t) elemeit, ahol ¢ egy pozitiv raciondlis szam.

d) Legyen T tetszOleges szamtest, legyen ¢ egy pozitiv eleme, amelynek négyzetgyoke nincs
benne T-ben. Jellemezziik lehetdleg egyszertien a T'(v/t) szdmtest elemeit!

1.3. (S) Kutaté munka:

a) Eleme-e v/5 Q(v/2)-nek?

b) Létezik-e olyan u szdm, amelyre igaz, hogy Q(v/2,v/3) = Q(u)? Vagyis: bévitjiik a racionalis
szadmok szamtestét v/2-vel és v/3-mal. Megkaphaté-e az igy kapott szamtest Q-bdl egyetlen el-
emmel valé bévitéssel is?

c) Jellemezziik a b) részben szerepld szamtest elemeit a lehetd legegyszer(ibben!



1 fejezet. Geometriai szerkeszthetdség 1.3. Gyoktelenitések

Az 1.3 feladat kérdése tovabb altalanosithaté, de erre itt most nincs sziikségiink. Meg kell
azonban emliteniink még a kovetkezot. Valdjaban egy T test masodfokt bovitésének neveznek
minden olyan u szammal valé bovitését, amely gyoke egy olyan méasodfoki polinomnak, amelynek
egylitthatéi T-bdl valék. Az eddigiek sordn lényegében belattuk, hogy a mi latszatra sziikebb
definiciénk - legalabbis valés szammal valé bévités esetén - ugyanerre a fogalomra vezet.

Az érdekesség kedvéért még megemlitjiik a kovetkezét feladatot:

1.4. (S) Bizonyitsuk be, hogy @ minden masodfokd bévitése megkaphatd Q(y/n) alakban, ahol
n egy négyzetmentes egész szam.

(Négyzetmentesnek azokat a szamokat hivjuk, amelyek primtényezds felbontdsdban minden
primszam els6 hatvanyon szerepel, azaz amelyek nem oszthatbéak egynél nagyobb négyzetszam-
mal.)

1.3. Gyoktelenitések

1.1. (S) Bizonyitsuk be, hogy ha u = a + bv/2 + ¢v/3 + dv/6 alaki (ahol a, b, c,d racionalis),
akkor az u nevez6jl tortek gyoktelenithetdek, vagyis az % tort bovithetd gy, hogy egy ugyanilyen
alakt szamot kapjunk. (Vagy még mésképp fogalmazva: az u nevezdjii tortek bévitheték ugy,
hogy a szdmldloban ugyanilyen alakt szdm van, a nevezé pedig raciondlis.)

1.2. (S) Gyoktelenitsiik az alabbi kifejezéseket:
1
%) ErEyT
b) iV
1.3. (MS) Gyoktelenitsiik az alabbi kifejezéseket:
1
2) VIEVER V- LOVE VT
b) 2*\/57075\/ﬁ+12\/ﬁ73\/7
<) AT eV IE SV
1.4. (MS) Gyoktelenitsiik az alabbi kifejezést:
1
3+V2+v3—/T-V11"

1.5. (S) Bizonyitsuk be, hogy ha

U = q1y/a1 + @24/02 + ... + qny/Gn

alaku, ahol az a; és ¢; szdmok raciondlis szdmok, akkor az % tort ,, gydktelenithetd", vagyis
bévitéssel ugyanilyen alaktra hozhato.

1.4. Erdekes feladatok masodfoki testbévitésekrdl

1.1. Kutaté munka:
Milyen pozitiv egész n kitevékre lesz egész szdm az (1 + 1/2)" 4 (1 — /2)" kifejezés?

1.2. (S) Bizonyitsuk be, hogy az a + by/2 alakt szamok ,mindeniitt stirtien" helyezkednek el a
szadmegyenesen, azaz igaz a kovetkezé: barmely (¢, d) nem-iires nyilt intervallumban van a+ by/2
alakt szam, ahol a és b egész szamok.

1.3. Kutaté munka:

Mit mondhatunk &ltaldban az a + byv/2 alakii szamok pozitiv egész kitevés hatvanyairél, ahol
a és b egész szamok ?

Mit mondhatunk az a — bv/2 alakt szamok pozitiv egész kitevSs hatvanyairdl ?



1.5. Szerkeszthetdség 1. A kocka kettlzésérdl 1 fejezet. Geometriai szerkeszthetiség

Hogyan altalanosithat6 a feladat?

1.4. (S) (Kiirschak verseny, 1966/2)
Bizonyitsuk be, hogy ha n természetes szam, akkor (5++/26)" tizedestort alakjaban a tizedesvesszét
koveto els6 n jegy egyenld.

1.5. Szerkeszthetoség I. A kocka kett6zésérol
1.1. (M) Van-e olyan racionélis egyiitthatés masodfokt polinom, amelynek gydke +/27?

1.2. Kutaté munka:

Be akarjuk bizonyitani, hogy ,a kocka nem kettézheté", vagyis ha adott az egység, nem
szerkeszthet6 euklideszi szerkesztéssel olyan szakasz, amelynek hossza /2.

a) Fogalmazzuk meg algebrailag, hogy mit kell ehhez bizonyitanunk.

b) Bizonyitsuk be a megfogalmazott &llitast.

1.6. Polinomok gyokparjairol

1.1. (MS) Az Az? + Bx + C = 0 egyenlet egyiitthatéi egészek. Tudjuk tovabbé, hogy az
egyenletnek megoldésa a 2 + /3. Mi a mésik megoldédsa?

1.2. (S) Kutaté munka:
Szabhatunk-e kevésbé erds feltételeket az 1.1 feladatbeli egytitthatokra?

1.3. Kutaté munka:
Hogyan alakul az 1.1 feladat &llitdsa, ha a 2 + /3 helyett
a) 2+ v/5-6t,
b) —2 + /3-at,
c) % + V/3-at
irunk?
Milyen jellegli szamokra miikodik a bizonyitasunk?

1.4. (M) Az 1972. évi Arany Déniel versenyen szerepelt a kovetkezé feladat.

Az 23 4 px 4+ ¢ = 0 harmadfoku egyenlet egyiitthatéi, p és q egész szamok, az egyenlet egyik
megoldéasa x; = 2 4+ /7. Bizonyitsuk be, hogy 2 — /7 is megoldésa az egyenletnek.

Mi hidanyzik az aldbbi megoldasbdl:

Helyettesitsiik be az egyenletbe z1-et. A miiveletek elvégzése utan az alabbi egyenletet kapjuk
p-re és g-ra:

50 +2p +q + (19 + p)V/7 = 0.

Itt mind 19 4+ p (v/7 egyiitthatdja), mind 50 + 2p + ¢ ("a raciondlis rész") egész. Ezért /7
egyiitthatéja nulla (kiilénben azt kapnank, hogy /7 raciondlis). Vagyis p = —19. Ugyanakkor
50 + 2p + ¢ is nulla, amibdl azt kapjuk, hogy ¢ = —12. Az egyenlet tehat

2% — 19z — 12 = 0.

Ennek az egyenletnek megolddsa xo = —4. Masrészt a bal oldalon all6 harmadfokt polinom
gyOkeinek Osszege a gyokok és egytitthatok Osszefiiggése alapjan nulla, ami csak tgy lehet, hogy
a harmadik megoldis x5 = 2 — /7.

Egészitsiik ki teljessé ezt a megoldést!

1.5. Az 23 + 622 — 692 + 36 = 0 egyenlet egy megoldasa z; = 3 — /6. Bizonyitsuk be, hogy az
egyenletnek van két masik megoldasa és adjuk is meg a maésik két megoldast!



1 fejezet. Geometriai szerkeszthetdség 1.7. Szerkeszhetdség és raciondlis gyiokok

1.6. Kutaté munka:

Az Az 4+ Ba?4+Cx+D = 0 egyenlet egyiitthatoi egészek. Tudjuk tovabbé, hogy az egyenletnek
megoldasa a 2 + /7. Milyen kovetkeztetések vonhaték le ebbél az egyenlet tobbi megoldésara
vonatkozoan ?

1.7. (M) Az 2® + A2?2 + Bx + C = 0 egyenletben A, B, C egész. Tudjuk tovabbd, hogy az
egyenletnek van egy U + +/V alakt megoldésa, ahol U és V is egész. Kovetkezik-e ebbél, hogy
az egyenletnek van egész megoldasa is?

1.8. (S) Kutaté munka:
Mit mondhatunk, ha az 1.7 feladatban A-rél, B-r6l és C-rdl csak azt tudjuk, hogy racionélis
szamok ?

1.9. (S) Legyen p egy egészegyiitthatés polinom, u egész szam, de nem négyzetszam.

a) Mit mondhatunk p(a + b\/u)-rdl, ahol a, b egészek?

b) Mit mondhatunk p(a — by/u)-ré1?

¢) Mit mondhatunk p(a — by/u)-rél, ha tudjuk, hogy p(a + b\/u) egész?

Mi a helyzet, ha p-r6l csak azt tudjuk, hogy egyiitthatéi racionalisak, tovabba a, b-rél is csak
annyit tudunk, hogy raciondlisak ?

1.10. (S) Bizonyitsuk be, hogy ha u eleme a T'(v/t) testnek (ahol t > 0 és négyzetgydke nincs
T-ben), akkor minden olyan polinomja, amelynek egytitthat6i

a) racionalis szamok,

b) T-beli szamok,

szintén T'(v/t)-beli.

1.7. Szerkeszhet6ség és racionalis gyokok

1.1. (MS) Kutaté munka:

Az 1.8 feladat atfogalmazhatd a kovetkezo alakra:

Ha egy raciondlis egyiitthatés harmadfoki egyenletnek nincs raciondlis gyoke, akkor nincs
gyoke a raciondlis szamok @) testének semmilyen masodfokd bévitésében sem.

Hogyan altalanosithat6 ez az allitas?

1.2. (S) Igaz marad-e az 1.1 feladat megolddsdban belatott tétel, ha a polinom egyiitthatéir6l
csak annyit tesziink fel, hogy T-ben vannak?

1.3. (M) Bizonyitsuk be, hogy ha egy raciondlis (egész) egyttthatés harmadfokd polinomnak
nincs raciondlis gyoke, akkor gyoke(i) euklideszi szerkesztéssel nem szerkeszthet6(k). (Pontosab-
ban: ha z gyoke a polinomnak, akkor nincs olyan euklideszi szerkesztés, amellyel az egység
ismeretében z hosszu szakaszt szerkesztheto.

Megjegyzés. Ez talan a legegyszeriibb atfogd elégséges feltétel a nem-szerkeszthetOségre.
Ennél altalanosabb feltétel, sziikséges és elégséges feltétel is adhatd, de ahhoz mélyebb algebrai
ismeretekre van sziikség.

Igaz-e az allitds harmadfokt helyett negyedfokil polinomokra is?

1.4. (MS) Irjunk fel olyan egész egyiitthatés polinomot, amelynek fokszdma nagyobb, mint
2, nincsen racionalis gyoke, s6t, nem bonthato fel alacsonyabb foku racionalis egytitthatos poli-
nomok szorzatara, de mind a négy gyoke szerkesztheto.
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1.5. (S) Az 1.3 feladat szerint sziikségiink lesz bizonyos egyenletek esetében annak a bi-
zonyitasara, hogy nincsen raciondlis megoldasuk. Ime néhany:

a) 823 — 4x? — 4z + 1,

b) 823 — 6x — 1 =0.

c) pr3 —pax? —pr+1=0,

ahol p primszam.

d) A 4cx® —222 —3cxr+1=0

egyenletben valasszuk meg c értékét olyan pozitiv egésznek, hogy ne legyen racionalis megoldas!

e) Bizonyitsuk be, hogy az

2 —cx’+r4+c=0

egyenletben c értéke valaszthatd olyan egynél nagyobb egész szamnak, hogy ne legyen racionélis
megoldas.

1.8. Szerkeszthet6ség II. Szogharmadolas

1.1. (MS) Bizonyitsuk be, hogy 20° nem szerkeszthet euklideszi szerkesztéssel.
1.2. (MS) Milyen egész n szamokra szerkeszthetd n°-os szog?

1.3. (MS) Adhaté-e euklideszi szerkesztési eljaras (az oldalhossz ismeretében) szabdlyos kilenc-
sz0g szerkesztésére?

1.4. (MS) Tudjuk, hogy szabdalyos hdromszog, négyszog, hatszog és nyolcszog szerkeszthetd az
oldalhossz ismeretében. Lattuk, hogy szabalyos kilencszog nem szerkeszthetd. Mi a helyzet a
szabélyos

a) Otszog,

b) hétszog,

c) tizszog

szerkesztésével 7

1.9. Szerkeszthet6ség III. Hairomszogszerkesztések.

1.1. (M) Adott a hdromszog két oldaldnak és egy (bels6) szogfelezéjének a hossza. Szerkesztheté-
e a haromszog?

(Hany feladatrél van sz67)

A feladat megoldasahoz tisztazni kell, hogy mit is kérdeziink, amikor ezt kérdezziik, és milyen
valaszt varunk. Ha pozitiv a valasz, akkor olyan dltaldnos szerkesztési eljarast kell adnunk (dis-
zkusszidval és a helyesség ellenérzésével), amely minden adatharmas esetén vagy megszerkeszti
a haromszoget vagy megmutatja, hogy ilyen haromszog nincsen.

De elképzelheto az az eset, hogy ilyen eljarés nincsen. Ebben az esetben viszont elég egyetlen
olyan adathdrmast mutatni, amikor a haromszog [étezik, de az adatokbdl a haromszog bi-
zonyithatoan nem szerkeszthetd. Példaul azért - és mi mas esettel nem fogunk foglalkozni -,
mert a haromszog valamelyik adatdrdl megmutathaté, hogy gyoke egy olyan harmadfoki egész
egyiitthatos egyenletnek, amelynek nincsen raciondlis gyoke.

1.2. (S) Bizonyitsuk be, hogy a hdromszog egy oldaldnak a hosszabdl és az oldal két végpon-
tjabol induld bels6 szogfelezé hosszabdl (a, fo, fg) nem szerkesztheté haromszog.

1.3. (MS) Egy hiromszog két oldaldnak hosszabdl és koriilirt korének sugarabdl szerkeszthetd
haromszog. De szerkesztheté-e haromszog két oldaldnak hosszabdl és beirt korének sugardabol?
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1.4. (MS) Szerkeszthet6-e haromszog (adhaté-e altaldnos szerkesztési eljaras), ha adott
a) a harom (belsé) szogfelez&jének a hossza;
b) két (bels6) szogfelejezdjének és a harmadik oldalhoz tartozé stlyvonalanak a hossza;
c) két (belsé) szogfelezjének és a harmadik oldalhoz tartozé magassaganak a hossza;
d) egy (belsd) szogfelezbjének és a masik két oldalhoz tartozé magassdgénak a hossza?

1.5. (MS) Adott egy haromszogben az BC oldal hossza, a szemkozti csicsbél induld (belso)
szogfelezd hossza, tovabba

a) a B cstcsndl,

b) az A cstuicsnal levd szog.

Van-e altaldnos szerkesztési eljaras a haromszog megszerkesztésére?

1.6. (S) Adott az ABC héromszogben az A csticsbdl indulé (belsd) szogfelezd hossza, f, a B
csucsbdl indulé magassag hossza, m és

a) a C csicsnél fekvd szog,

b) az A csticsndl fekvé szog.

Adhaté-e dltalanos eljaras a haromszog szerkesztésére?

1.7. (MS) Adhaté-e altalanos szerkesztési eljaras az ABC haromszog szerkesztésére, ha adott
a) az A-nél fekv szog, a B-bdl induld belsd szogfelezd, valamint az AB oldal hossza;
b) a BC oldal hossza, a koriilirt kor R sugara, valamint a B-bél induld belsé szogfelezd hossza ?

1.8. (MS) Szerkesztheté-e a hdromszog, ha adott

a) az egyik csicsbdl indulé magassdg és stlyvonal hossza, és egy maésik csticsbdl induld
szogfelezd hossza;

b) az egyik csticsbdl indulé magassag és szogfelezd hossza és egy médsik csticsbdl induld si-
lyvonal hossza?
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2. FEJEZET
Tomegkozéppont

A témaban alapvetd a [13] konyv, amelynek szdmos példajat felhasznaltuk ebben a fejezetben.
Az elméleti alapok tisztdzasdban segithet [7] megfelel6 fejezete.

ALAPELVEK

A fizikdban gyakran érdemes helyettesiteni egy tomegpontrendszert a tomegpontok tomegkozép-
pontjaba helyezett egyetlen, a tagok tomegének Osszegével megegyezd tomeggel. Ezzel kapcso-
latban érdemes megjegyezni az alabbi alapelveket:

1. alapelv A tomegkozéppont megkaphatjuk gy is, hogy a tomegpontrendszert részekre
osztjuk, kiszamoljuk a részek tomegkodzéppontjat és helyettesité tomegét, majd meghataroz-
zuk az igy kapott rendszer tomegkozéppontjat. Barmely részekre osztasnal végiil ugyanahhoz a
tomegkozépponthoz jutunk.

II. alapelv Ha a C pontban v kg, a B pontban 8 kg tomeg van, akkor tomegkézéppont-
juk a C'B szakasznak az az A; pontja, amelyre CA;/A1B = (/v (mésképp: az yC Ay, SBA;
forgatonyomatékok kiegyenlitik egymaést).

Megjegyzés

Vegyiik észre, hogy a pontrendszer tomegkozéppontja nem valtozik, ha benne minden egyes
stuly nagysagat megszorozzuk ugyanazzal a nullatél kiillonb6z6 szdmmal.

Megfogalmazhatjuk az I., II. alapelvek egy olyan kévetkezményét, amelyet késobb széleskoriien
alkalmazunk: ha a rendszert két részre osztjuk, az eqyik tomegkdzéppontja S, a mdsiké Sy, mig
a teljes rendszer tomegkézéppontja S, akkor Si, S és So egy egyenesen vannak.

A TI. alapelv vektorgeometriai analogonja az osztopont helyvektorara vonatkozd nevezetes
tétel:

Osztépont helyvektora Ha a C pont helyvektora ﬁ, a B ponté B és A; a BC egyenesen
ugy helyezkedik el, hogy C'A;/A1B = /7, akkor A helyvektora:

T:ﬁﬁ—k'yﬁ
OBty

Itt tehat az ﬁ, C vektorok nsulyozasaval” kapjuk az z vektort. Fontos, hogy itt az CA; /A1 B
ardnyt és vele egyiitt 4/~ ardnyt is elGjelesen értelmezziik, tehdt C'A; /A B pozitiv ha C-tél Ay
ugyanabban az irdnyban van, mint A;-t6l B — azaz Ay a BC' szakaszon van —, mig arany negativ
ez a két irdny kiillonbo6zo.

Az I. alapelv az aldbbi vektoralgebrai azonossdggal analdg:

( i[:1 /Bzﬁz) + (Z}']:1 ’Yjﬁj) _
(Zz’lzl Bi) + ( =1 'Yj)

. Zf:l ﬂiﬁi + ( J ) . Ej:1 ’Yjaj
> i J=170 S

(Si8) + (o) ’

(Zle /Bi)

11
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ahol tehat S a bal oldalon feltintetett vektor, mig

T J :
i=1 Bi j=177

5, = L, 6B 9, = > 7C;

Negativ tomeget nem szokds értelmezni, de a vektorok egyttthatéi nyugodtan lehetnek negativ
szamok. Mivel az I., II. alapelvek vektorokkal is értelmezhetdk igy a kés6bbiekban negativ
tomegekkel is szamolni fogunk.

Ekkor el6fordulhat az is, hogy néhény tomeg Gsszege zérus. Ha példaul fent 5 + v = 0, akkor
nem létezik olyan A; pont a BC' egyenesen, amelyre CA;/A1B = 3/y = —1, de a CA;/A1B
arany hatérértéke épp (—1), ha A; tart a végtelenbe az egyenesen barmelyik irdnyban. A vektoros
megkozelitésben is hasonlét latunk: a B — C' vektor parhuzamos a BC egyenessel, tehat annak
,végtelen tavoli pontja” felé mutat.

III. alapelv A tomegpontrendszernek a tomegkdzépponton atmend tengelyre vonatkozé for-
gatényomatéka zérus.

IV. alapelv A tomegpontrendszernek a t tengelyre vonatkozd tehetetlenségi nyomatéka
O; = mids 4+ mad3 + ... + m,d2, (1)

ahol n a tomegpontok szdméat, m; az i-edik tomegpont tomegét, d; pedig a tengelytol vald
tavolsagat jeloli.

V. alapelv Steiner tétel

Ha a t tengely atmegy a témegpontrendszer silypontjan, az u tengely pedig parhuzamos t-vel

és téle d tavolsagban van, akkor
@u = @t + 'md2,

ahol m =mj +mo + ... + m, a pontrendszer teljes témegét jeloli.

Sikbeli pontrendszer esetén beszélhetiink a pontrendszernek egy adott pontra vonatkozo tehetetlen-
ségi nyomatékardl. Ezen a nyomatékon az adott pontban az adott sikra merdleges tengelyre
vonatkozo6 tehetetlenségi nyomatékot értjiik.

VI. alapelv A sikbeli pontrendszernek a silypontjara vonatkozd tehetetlenségi nyomatéka
igy is szamithato:
Og=—" Z mimjr?j,
1<i<j<n
ahol n a tomegpontok szamat, m; az i-edik pont tomegét, m az Ossztomeget, r;; az i-edik és
j-edik tomegpont tavolsagat jeldli.

Megjegyezziik, hogy a sikbeli pontrendszer pontra vonatkozé tehetetlenségi nyomatéka az
atlagos négyzetes eltéréshez rendkiviil hasonlé mennyiség. a stlypontra vonatkozo tehetetlenségi
nyomaték a szorasnégyzettel rokon mennyiség. A fenti V., VI. alapelvek bizonyitdsa analdg a
statisztika hasonl6 Osszefiiggéseinek bizonyitasaval.

2.1. (M) Legyen az ABC haromszog AC oldalanak felez6pontja D, tovdbba messe a C-n és
BD szakasz F' felezépontjan atmend egyenes az AB oldalt az E pontban (ldsd az 1. abrat)!
Milyen ardanyban osztja ketté E az AB oldalt?
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2.1.1. abra.

2.2. (M) Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny 2007

Az ABC haromszog belsejében felvesziink egy P pontot, majd &sszekotjiik a harom csticesal.
Az AP egyenes messe a szemkozti (BC) oldalt az A; pontban. Hasonléan legyenek Bj, Cp a
BM, CM egyenesek és a megfelel6 csicsokkal szemkozti oldalak metszéspontjai. Tudjuk, hogy
P felezi az AA; szakaszt. Bizonyitsuk be, hogy

ABy  AC, 1
BiC  CiB
2.3. (M) Az ABCD paralelogramma BC oldalanak felezépontja F', a C'D oldal D-hez kézelebbi

harmadolépontja F, az EF egyenes az AC' atlét a P, a BD 4tl6 meghosszabbitdsat a (Q pontban
metszi. Hatarozzuk meg az

EP/PF, AP/PC, EQ/QF, DQ/QB
aranyok értékét!

2.4. (M) Adott az ABC haromszog és a P pont. Az AP, BC' egyenesek metszéspontja A; és
ehhez hasonléan By = BPNCA, Cqy = CP N AB. Ismeretes, hogy

ABl b_1 CAl o ﬂ
BlC B bz’ AlB N a2.

, BCy , |
Hatérozzuk meg a Ot aranyt!

2.5. (M) Adott az ABC haromszog. Egy AC-vel parhuzamos egyenes az AB oldalt P-ben, az
AF 4 stulyvonalat T-ben, a BC oldalt K-ban metszi. Hatarozzuk meg az AC oldal hosszat, ha
tudjuk, hogy PT =3, TK = 5!

2.6. (M) (Komal)
Adott az ABC haromszog. A haromszog belsejében elhelyezkedd tetszéleges P pont esetén
képezhetjiik az

AP N BC = Ay, BPNCA = By, CPNBA=C,
pontokat. Mely P pontra lesz az

AP N B P n C\P
A1A BB CiC

Osszeg értéke maximalis?

12
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C
Bl Al
h&
A c; B
2.6.1. 4bra.

2.7. (M) Mutassuk meg, hogy a stilyozas teriiletekkel is megadhat6! Nevezetesen, ha A*BPCY =
= P>tA+7 akkor
a:pB:v="Tgpc:Tcpa:TapB.

(Ahogy a stlyok is kaphatnak kiilonboz6 eldjelet, igy a haromszogek tertilete is a hdromszog
koriiljarasanak megfelel6 elGjellel értendé.)

2.8. (M) A héromszog AB, BC, C' A oldalain gy helyezkednek el a Cy, A;, By pontok, hogy
az AAy, BBy, CC szakaszok egy kozos P ponton mennek at. Adott az AB1Cy, BC1 Ay, CA1 By
hiromszogek teriilete: T4, T, Tc. Hatarozzuk meg az A; B1C haromszog t teriletét!

2.9. (M) Adott egy hédromszog és egy egyenes. Hogyan silyozzuk a héromszog csicsait, hogy
tomegkozéppontjuk az egyenesre essen?

2.10. (M) Menelaosz tétel
Az ABC haromszog AB, BC, C A oildalegyenesein adott egy-egy pont: Cy, A; és Bi. Fejezziik
ki az
ABy, BC, CAy, A1 B, By, C1 A,

hosszakkal annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy az A1, By, C1 pontok egy egyenesre
esnek.

2.11. (M) Az ABCDE szabéalyos négyoldalu gila alapja az ABC'D négyzet. Egy sik az A, By,
C4, Dy pontokban metszi el a gila FA, EB, EC, ED oldaléleit. Hatarozzuk meg az EDy/D; D

aranyt, ha
EA, EB; 3 EC; 2

A A L BB 2’ c,C 1

2.12. (M) [13]

Jeldlje az ABC haromszog BC' oldaldhoz hozzairt kérnek az AB oldal meghosszabbitasara,
a BC oldalra illetve az AC oldal meghosszabbitdsara esé érintési pontjat rendre T, T és T¢.
Mutassuk meg, hogy a BT¢, CTp egyenesek D metszéspontja illeszkedik az AT egyenesre!

2.13. (M) Mutassuk meg, hogy ha az ABCD négyszog AB, CD oldalegyenesei a P, a BC,
DA oldalegyenesei a Q) pontban metszik egymast, akkor a P(Q szakasz felezOpontja illeszkedik
az AC, BD 4atlék felezépontjait 6sszekotd egyenesre (lasd az 1. abrat)!

2.14. (M) Fejezziik ki a haromszog koriilirt és beirt koreinek sugaraival (R és r) a két kor
kozéppontjanak tavolsagat (d-t)!

14
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2.13.1. abra.

2.15. (M) Fejezzik ki a hadromszog silyvonaldnak hosszat az oldalakkal!

2.16. (M) (Stewart tétel)
Jelolje a haromszog AB oldalat % ardnyban oszt6 pontjit F' — azaz

AF  p
FQ q
Fejezziik ki az F'C' szakasz hosszat a haromszog oldalaival és a p, ¢ mennyiségekkel !

2.17. (M) (Németh Gergely didk javaslata)

Messe az ABC nem egyenld szart haromszog A-nal illetve B-nél fekvé belso szogének szogfelezd
egyenese a szemkoztes — BC, ill AC — oldalt az Ay, ill. By pontban.

a) Mutassuk meg, hogy az ABC haromszog C' csicshoz tartozé kiilsé szogfelezdje és az Ay By
egyenes az AB oldalegyenesen metszik egymést!

b) Messe az A, B, C cstcshoz tartozo kiilsé szogfelez6 a haromszog szemkoztes oldalegyenesét
— tehat rendre a BC, C A, AB egyenest — az Ay, Bo, Co pontban. Mutassuk meg, hogy az Ao,
By, Cs pontok egy egyenesen vannak!

2.18. (M) Az ABC haromszog oldalainak hossza: AB = ¢, BC = a, CA = b. A hdromszoghoz
rogzitett (z4;xp;xc) baricentrikus koordindtarendszerben az £ egyenes egyenlete

§ara+E&prp + {cre = 0. (1)

Honnan ismerhet6 fel, hogy ez az egyenes érinti a haromszog beirt korét? frjunk fel egy olyan

P(Ea;ép;éc) =0 (2)
Osszefiiggést, amely pontosan akkor teljesiil, ha az (1) egyenes érinti a beirt kort!

2.19. (M) [12][A. 568., 2012. szept.]

Adott az ABC haromszog, és a beirt korének kézéppontjan atmend ¢ egyenes. Jelolje Aq,
By, illetve C; az A, a B, illetve a C' pont f-re vonatkozd tiikorképét. Legyen az Ai, By és Cy
pontokon &t ¢-lel hizott parhuzamosok metszéspontja a BC, C'A és AB egyenesekkel rendre A,
Bo, illetve Cs. Bizonyitsuk be, hogy

a) az Ag, By, Cy pontok egy egyenesen vannak, és

b) ez az egyenes érinti a beirt kort!
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2 fejezet. Tomegkozéppont

2.20. [10][M1062. feladat, 1988/1., 25-26.0]
a) Az ABC haromszog AB, AC oldalain adottak a By, Cy pontok. A BC, C'B; egyenesek
az M pontban metszik egyméast, mig az AM egyenes a BC', B1C szakaszokat rendre a P, P,

pontokban metszi. Igazoljuk, hogy
PP PM

— =2—.
P A MA
b) Az ABCD tetraéder AB, AC, AD élein vettik fel a By, C;, D; pontokat. A BCDy,
CDB;, CAB; sikok az M pontban metszik egymast, mig az AM egyenes a BCD, B1C1D;
sikokat rendre a P, P, pontokban metszi. Igazoljuk, hogy
PP 3P]W

PA TMA
2.21. (M) [§]
a) Mutassuk meg, hogy ha az ABC haromszog oldalai AB = ¢, BC = a, CA = b, koriilirt
korének kézéppontja O, sugara r, akkor a sik tetszéleges P pontjara teljesiil az

tatyC® + tytea® + totab?

2 2 _
r°—OP* = 2

Osszefiiggés, ahol t,, tp, t. és t rendre a PBC, PCA, PAB, ABC haromszog eldjeles tertiletét
jeloli!

b) Ptolameiosz tétele

Mutassuk meg, hogy ha az ABC' D négyszog hurnégyszog, akkor AC-BD = AB-CD+DA-BC.

2.22. (M) [§]

a) Jelolje az ABC haromszog elGjeles teriiletét ¢, korilirt korének kozéppontjat O, sugarat
r, a sik tetszOleges P pontjanak a hiromszog AB, BC, C' A oldalegyeneseire valé merdleges
vetiiletét rendre P., P, és P,. Mutassuk meg, hogy a P,P,P. altaldnos talpponti haromszog

elGjeles teriilete
oty op?
Py r2 )’

b) Mutassuk meg, hogy a sik P pontjanak az ABC haromszog oldalegyeneseire vonatkoz6
merdéleges vetiiletei akkor és csakis akkor illeszkednek egy egyenesre, ha P illeszkedik a haromszog
korilirt korére!

2.23. (M) [8]
Az Py, P, pontok baricentrikus koordinatai az ABC haromszog csicsaira vonatkozolag (aq; 81571)
illetve (cw; B2;v2), ahol
a1+ +y1=as+ B+ =1.

Fejezziik ki az Py P, szakasz hosszat a baricentrikus koordindtdk és az ABC' alaphdromszog
AB = ¢, BC = a, CA = b oldalainak hossza segitségével!
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3. FEJEZET
Inverzio

Adott a sik (tér) O pontja és egy zérustdl kilonb6zé A szam. Inverzionak nevezzik a sik (tér)
azon leképezését, amely az O-tdl kiillonb6zé P ponthoz, az O P irdnyitott egyenes azon P’ pontjit
rendeli, amelyre — eléjelesen szamolva —

OP-OP' =\

Az inverzié az O ponton, az inverzié centrum-an nem értelmezett, a sik (tér) centrumtél kiilon-
b6z6 pontjainak halmazat énmagara képezi le kolcsonosen egyértelmti modon.

Ha A > 0, akkor megfelelé pozitiv r-rel A = r2. Ebben az esetben az inverziénak vannak
fixpontjai, nevezetesen az O kozépponti r sugart ¢ kor (gomb) pontjai. Ilyenkor azt mondjuk,
hogy az i korre (gombre) invertdlunk. A negativ paraméterii inverzi6 némileg kézzelfoghat6bbéa
valik a 3.5. feladat megoldasa révén.

Az inverzidt Jacob Steiner svajci szarmazasi matematikus vezette be a XIX. szdzad elso
felében.

A feladatgyljteményben a korok és egyenesek halmazat helyenként egyben kezeljiik és ko-
gyenesnek neveziink egy alakzatot, amely kor és egyenes is lehet.

3.1. Az inverzid szerkesztése

3.1. (M) Adott egy kor a kézéppontjaval, és még egy tovabbi pont. Szerkessziik meg az adott
pont adott kérre vonatkozé inverz képét!

3.2. (MS) Adott egy kor a kozéppontjaval, és még egy tovabbi pont. Szerkessziik meg az adott
pont adott korre vonatkozé inverz képét csak korzovel!

3.3. (MS) Adott két pont. Szerkessziik meg a
a) felezépontjukat; b) harmadolépontjaikat

csak korzdvel!

3.2. Kogyenesek képe

3.1. (M) Mutassuk meg, hogy ha az O centrumu inverziéndl az A, B pontok képe A’ és B’,
akkor

a) az AOB, B'OA’ haromszogek hasonldak;

b) az A B, A', B’ pontok egy korén vagy egyenesen vannak.

3.2. (M) Adott az O koézépponti, r sugaru ¢ kor és az i-t érint6 e egyenes.

a) Invertaljuk az e egyenes hat pontjat i-re!

b) Fogalmazzunk meg sejtést az e egyenes inverz képére vonatkozélag!

c) Igazoljuk a sejtést!

d) Mi lesz e képe egy olyan korre vonatkozé inverziénal, amely koncentrikus i-vel, de sugara
csak harmadakkora, mint ¢ sugara?

e) Mi lesz e képe az O kozéppontti A = —r? paraméteri inverziénal (OP - OP' = X < 0)?
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3 fejezet. Inverzid 3.2. Kogyenesek képe

3.3. (M) Milyen egyszeriibb geometriai transzformaciéval kaphaté6 meg egy alakzat i; korre
vonatkozo6 invertdltjabdl az eredeti alakzat ¢1-gyel koncentrikus, de haromszor akkora sugari io
korre vonatkozé invertaltja?

3.4. (MS) Az adott O pont a A # 0 valés paraméter meghatédrozta i inverziot vizsgaljuk. Milyen
alakzatot kapunk, ha valamely e egyenes minden pontjat invertaljuk?

3.5. (S) Adott az O kozéppontu ¢ kor, rajta az A pont és az OA szakasz k Thalesz kore.
a) Invertdljuk a k kor hat pontjat i-re!
b) Fogalmazzunk meg sejtést a k kor inverz képére vonatkozélag!
c) Igazoljuk a sejtést!
d) Mi lesz egy tetszéleges, O ponton dthaladé kor képe az i korre vonatkoz6 inverziéndl ?

3.6. Adott az O kézépponti i kor, valamint a k kor, amely nem megy at O-n.
a) Invertaljuk a k kor hat pontjat i-re!
b) Fogalmazzunk meg sejtést a k kor inverz képére vonatkozélag!

3.7. (S) Adott az O kozéppontu i kor, rajta az A pont, valamint az OA egyenest A-ban érinté
k kor.

a) Invertaljuk a k kor hat pontjat i-re!

b) Fogalmazzunk meg sejtést a k kor inverz képére vonatkozélag!

c) Igazoljuk a sejtést!

d) Milyen alakzat lesz egy tetszéleges, de O-t nem tartalmaz6 kor képe az i-re vonatkozo
inverziénal ?

e) Es egy negativ paraméterti (OP - OP' = \ < 0) inverziénél?

3.8. Mutassuk meg, hogy az inverzié ,kogyenestartd”, azaz ha egy alakzat kor vagy egyenes,
akkor az inverzional szarmazo képe is kor vagy egyenes!

3.9. (M) A koordindtarendszerben dolgozunk. Inverziénk centruma az origd, paramétere a
A # 0 szém (tehdt OP - OP' = \)
a) Hatédrozzuk meg a P(x;y) pont inverziéndl szarmazo6 képének koordindtéit!
b) Hatarozzuk meg, hogy az inverziénal a P(z;y) pont mely pontnak a képe!
c) Hatarozzuk meg az
A@? +y*)+ Bz +Cy+D =0

egyenletli alakzat képének egyenletét!
d) Ennek alapjan adjunk 4j bizonyitast arra, hogy az inverzié énmagara képezi a korok és
egyenesek halmazat!

3.10. (M) Egy R sugart kort invertdlunk egy r sugard korre. A két kozéppont tavolsiga d.
Hatérozzuk meg a kor képének sugarat és kozéppontjanak tdvolsagat az inverzidé centrumétol!

3.11. Készitsiink vazlatot az 1. dbrak I korre vonatkoz6 inverz képérol!

3.12. (M) Adott az O centrumt i inverzi6 és két egymastél — és O-t6l — kiilonb6z6 pont, A
és B. Keressiik annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy i kicseréli egymassal A-t és B-t.
Mutassuk meg, hogy az alabbi két feltétel barmelyike megfeleld!

I. O, A és B egy egyenes hiarom kiilonboz6 pontja és az ¢ inverziénal A és B nem fixpont, de
1 dnmagéara képezi az A-n és B-n is dtmend egyik k kort.

I1. Az i inverziéndl A és B nem fixpont, de i énmagara képez az A-n és B-n is &tmené két
kogyenest.
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3.2. Kégyenesek képe 3 fejezet. Inverzid

3.11.1. abra.

3.13. (M) Adott a sikon hdrom kiilonboz6 pont: A, A’ és B. Hatdrozzuk meg a sik 6sszes olyan
B’ pontjat, amelyhez van olyan inverzid, amely A-t A’-be, B-t pedig B’-be viszi.

3.14. (M) Adott a sikon hérom kiilonb6z6 pont: A, A" és C. Szerkessziink olyan kort, amely
atmegy C-n és amelyre A-t invertalva A’-t kapjuk.

3.15. (M) a) Legyen A és A’ egy pont és a képe a K korre vonatkozd inverziéndl. Bizonyitsuk
be, hogy az inverzié alapkorén (M € K) az AM/A'M arany értéke allando!

b) Bizonyitsuk be, hogy az A, B pontpar Apolléniusz-kérei pontosan azok a korok, amelyekre
vonatkozoé inverzidk A-t és B-t egymasra képezik!

3.16. (M) Adott a K és az L kor. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi allitasok ekvivalensek (korok
meré&legessége) !
A) K és L metszi egymast, és barmelyik metszéspontban a korok érintéi merdlegesek egy-
masra.
B) K kozéppontjabdl az L-hez hizott érinté érintési pontja a K koroén van.
B’) L kozéppontjabdl a K-hoz htzott érinté érintési pontja az L korén van.
C) A kérék Ry, Ry, sugaraira és kozéppontjaik d tavolsigara R2- + R7 — d? = 0.
D) A K, L korok kiilonbozéek és a K-ra vonatkozd inverziénal L fix.
D’) A K, L korok kiilonbozéek és az L-re vonatkozé inverziénal K fix.
E) L-nek van két olyan (egymastél kiillonboz6) pontja, amelyek a K-ra vonatkozé inverzidnél
kicserélédnek.
E’) K-nak van két olyan (egymastél kiillonb6z6) pontja, amelyek az L-re vonatkozo6 inverzionél
kicserélédnek.
F) A K, L korok
ax(z? +y*) + bxz + cky +dx = 0;
ap(@®+y*) +brx+cey+dy = 0,
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3 fejezet. Inverzid 3.8. Szerkesztések csak kiorzével

egyenletében
2ardr, — brbr, — cixcer, + 2dgar, = 0.

3.17. (M) Adott a sikon harom kilénb6z6, nem kollinedris pont: A, B, C. Legyen k4 az A-n
atmené B-t a C-be vive, ky a B-n atmend C-t az A-ba vivé, k. a C-n dtmend A-t a B-be
vivé inverzi6é alapkore. Mutassuk meg, hogy van két pont, amelyeken a harom kér mindegyike
dtmegy.

3.18. (MS) Adott a sikon hérom kiilonb6z6, nem kollinearis pont: A, B, C. Jellemezziik azokat
a centrumokat, amelyekre invertdlva az adott pontokat, a kapott A’, B’, C' pontokra A'C’ =
= B'C’ teljestil.

3.3. Szerkesztések csak korzovel

3.1. (MS) a) Adott egy kor a kozéppontjaval, és adott még egy egyenes is. Szerkessziik meg az
egyenes korre vonatkozé inverz képét csak korzével! Oldjuk meg a feladatot abban az esetben
is, amikor az egyenes csak két pontjéval van megadva (és nem megy at az inverzié centruman).
b) Adott két egyenes két-két pontjaval. Szerkesszitk meg a metszéspontjukat csak korzével!
c¢) Bizonyitsuk be, hogy barmely szerkesztés, ami korz6vel és vonalzéval elvégezhetd, az elvé-
gezhet6 csak korzével is!

3.4. Meroélegesség, fix kor, fixfix kor

3.1. (M) a) Igaz-e, hogy barmely két korhoz talalhaté egy harmadik kor, mely mind a kettére
merdéleges ?

b) Igaz-e, hogy barmely két kogyeneshez talalhaté olyan kogyenes, amelyik mind a kettére
merdleges! (kogyenes: kor vagy egyenes.)

3.2. (M)

Az 1. a)-d) dbrdkon harom-harom kor lathaté. Melyik esetben van olyan kor, amelyik mind a
héromra merdleges?

e) Adott harom kor. Szerkessziink olyan kort, amelyik mind a hiaromra meréleges, ha van
egyaltalan ilyen!

f) Adott harom koér. Van-e mindig olyan inverzié vagy tengelyes tiikrézés, amely mind a
harmat 6nmagara képezi?

3.3. (M) Adott két kiilonb6z6 kor. Adjuk meg az Gsszes olyan inverziot, amely
a) kicseréli a két kort egymadssal;
b) 6nmagéra képezi mindkét kort!

3.4. (M) Adott egy haromszog.

a) Szerkesszilkk meg annak a kornek a kozéppontjat, amely mer6leges a hdromszog mindhérom
hozzairt korére!

b) Ez méskiilénben milyen nevezetes pont ?

3.5. (M) Tekintsiik azt a hdrom kort, amelyek érintik egy haromszog harom hozzairt korét,
méghozza egyet onmagukon beliil, kettot pedig kiviil. Bizonyitsuk be, hogy ennek a hdrom kérnek
van ko6zos pontja!
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3.5. Erintkezd korok 3 fejezet. Inverzio

a) b)
c) d)
3.2.1. abra.

3.5. Erintkezé korok

3.1. (MS) Az AB = d atmér6ji L félkorbe irt r = d/4 sugard K; kor érinti a félkorivet és
az AB atmérot is. Hatdarozzuk meg annak a K5 kornek a sugarat, amely érinti a félkorivet, az
atmérdt és a Ky kort is, és B-hez kozelebb van, mint A-hoz!

3.2. (M) Az ABC derékszogii haromszoghen ACBZ = 90°, AC = 20, BC =5 A k4 kor
kozéppontja A, sugara 2, a kp kor kozéppontja B, sugara 3. Szerkesztend6k mindazok a C-n
atmend korok, amelyek érintik a k4, kp koroket!

3.3. (M) Apolioniuszi probléma

a) Adott egy pont és két kor (a korok barmelyike, akar mindkettd lehet egyenes is). Sz-
erkesszlink kort, amely dtmegy a ponton és érinti a két adott alakzatot!

b) Adott harom kor (a korok barmelyike, akdr mindharom lehet egyenes is). Szerkessziink
kort, amely érinti mindharom adott alakzatot!

(Lasd még a G.I1.10.1-G.I1.10.8. feladatokat!)

3.4. (MS) Adott egy kor és rajta az A és a B pont. Tekintsiink az 6sszes lehetséges médon két
olyan kort, amelyek egyike A-ban, méasika B-ben érinti az adott kort, egymést pedig (egy elére
nem adott) M pontban érintik. Hatdrozzuk meg az igy ad6dé M pontok mértani helyét!

3.5. (MS) A K és az L kor egyik metszéspontja A. A két kor e és f kozos érintéin az érintési
pontok Eg és Eyr, illetve Fi és Fy, (lasd az 1. abrét). Bizonyitsuk be, hogy az Ex ErA és az
Fx Fr, A haromszog koriilirt kore érinti egymaést!
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3 fejezet. Inverzid 3.5. Erintkezd korok

Ep

Ex (e

A

FK
Fr,

3.5.1. 4bra.

3.6. (M) A k kor érinti az egyméssal parhuzamos [y, lo egyeneseket. A ky kor érinti I1-et A-ban
és kivilrél érinti k-t C-ben. A ko kor érinti lo-t B-ben, kiviilrél érinti ki-et E-ben és k-t D-ben.
Az AD, BC egyenesek metszéspontja @ (ldsd az 1. dbrét). Bizonyitsuk be, hogy @ a CDE
haromszog koré irt kérének kézéppontja.

i

l2

3.6.1. abra.

3.7. (M) Adott a k kor és annak e a&tméré egyenese. Képzeljiik el mindazokat a koroket, amelyek
érintik e-t és k-t is és az dltaluk meghatarozott egyik félkorlemezen helyezkednek el (lasd az 1.
abrat).

a) Mi a mértani helye ezen korok kézéppontjainak ?

b) Mutassuk meg, hogy a sikon van egy olyan pont, amely illeszkedik barmelyik ilyen kérnek
az e-vel és k-val val6 érintési pontjat egymaéssal 0sszekotd egyenesre!

c) Ezen korok kozil ketten egymadst is érinthetik. Hol lehet az érintési pontjuk?

3.8. (MS) a) Adott két érintkez6 kor. Egy harmadik kor az egyik adott kort az A pontban,
a masik adott kort a B pontban érinti. Bizonyitsuk be, hogy az igy adédé AB egyenesek mind
atmennek egy bizonyos ponton, vagy mind parhuzamosak!

b) Lényeges-e, hogy a két adott kor érinti egymést ?

3.9. a) Adott két egymést metsz6 kor. Tekintstiink az Osszes lehetséges médon két olyan kort,
amelyek mindkét kort érintik és egymast is érintik (egy elére nem adott) M pontban. Hatdrozzuk
meg az igy adédé M pontok mértani helyét!

b) Lényeges-e, hogy a két adott kor metszi egymaést ?

3.10. (M) a)Adottak az egymdst metszé nem azonos sugart K, L korok a sikon (K és L egyike
lehet egyenes is). Tekintsiik a K és L altal hatdrolt négy sikbeli tartomény egyikében az Gsszes
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3.6. Az inverzio szdgtarto 3 fejezet. Inverzid

3.7.1. 4bra.

olyan kort, amely érinti K-t és L-t. Mutassuk meg, hogy a sikon van olyan pont, amelynek e
korok barmelyikére (nem K-ra és L-re!) vonatkozé hatvanya egyenld!
b) Lényeges-e, hogy a két adott kor metszi egymést ?

3.6. Az inverzid szogtartd

3.1. (S) Tekintsiink két egyenest érintkezének, ha parhuzamosak. Két kor illetve egy kor és egy
egyenes érintkezése ismert fogalom.

Bizonyitsuk be, hogy két kor, két egyenes vagy egy kor és egy egyenes pontosan akkor érintkezo,
ha az inverzional szarmazo6 képeik is azok!

3.2. Mutassuk meg, hogy az egymast két pontban — A-ban és B-ben — metsz6 k, | korok A-beli
érint6inek egymassal bezart szoge abszolut értékben megegyezik a B-beli érintoik szogével, de a
két szog irdnyitds szerint egymassal ellentétes.

3.3. (M) a) Bizonyitsuk be, hogy két egyenes szoge megegyezik az inverziéndl szarmazé képeik
szogével !

b) Bizonyitsuk be, hogy az inverzi6 szogtartd, azaz barmely két kor vagy egyenes szogének
abszolut értéke megegyezik képeik szbgének abszolut értékével!

¢) Mutassuk meg, hogy az inverzié lokdlisan szogfordit6, azaz barmely pontban az ott talédlkozd
kogyenesek irdanyitott szoge ellentétes a pont képénél a két kogyenes képének irdnyitott szogével!

3.4. (M) Kossiik 6ssze az 1. dbran azokat a részabrakat, amelyek megkaphatok egymdsbodl egy
inverzi6 és egy egybevigosdg alkalmazasaval! (A potty6zott vonalak csak segédvonalak)

3.7. Korok specialis elrendezései

3.1. (MS) A ky, ks, ks, kg korok ciklikus sorrendben érintik egymadst: ki és ko érintési pontja
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3 fejezet. Inverzid 3.7. Korok specidlis elrendezéser

< ‘
@ @ ‘

[A] B ] D]
T

)

)
N/,

[«

HON

1] V] [X] L]

3.4.1. abra.

Pro, ko-é és k3-&é Pos, k3-6 és ky-é Py, végil ky és ky érintési pontja P,;. Bizonyitsuk be, hogy a
Pio, Po3, Py, Py érintési pontok egy korén vannak!

3.2. (M) A ki, ko, ks, kg korok ciklikus sorrendben paronként két pontban metszik egymast:

k1N ko = { P12, Qua}, ko N k3 = {Pa3, Qa3 }, ks Nk = { P4, Q34}, kaNky = { P11, Qa1 }. Mutassuk
meg, hogy ha a Ps, Pa3, P34, P41 metszéspontok egy kdgyenesen vannak, akkor a (QQ12, @23, @34,
Q41 pontok is egy kogyenesre illeszkednek!

3.3. Bizonyitsuk be, hogy ha egy érintonégyszog cstcsait invertaljuk a beirt korre, akkor az
érintési pontok alkotta sokszog oldalfelezépontjait kapjuk!

3.4. (M) a) Bizonyitsuk be, hogy barmely haromszégben
RP—d>=2-R-r,

ahol R a koriilirt kor, r a beirt kor sugarat, d pedig a kdzéppontok tévolsagat jeldli!

b) Irjunk fel hasonld dsszefiiggést a hdromszog koriilirt, az egyik oldaldhoz hozzdirt korének
sugara és kozéppontjaik tavolsaga kozott!

c)* Hasonl6 Osszefliggés allithato fel azokndl a négyszogeknél, amelyek egyszerre hir- és érinté-
négyszogek is. Keressiik meg az Osszefiiggést és igazoljuk is!

3.5. (MS) Adott az A pont és a K kor. Mutassuk meg, hogy mindazok a korok, amelyek
atmennek A-n és K-t egy atméro két végpontjaban metszik tartalmaznak még egy kozos pontot!
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3.7. Korok specidlis elrendezései 3 fejezet. Inverzid

3.6. (M) (Az inverzié inverzidtarto ?)

Az I, K, K' korok és az A, B, A', B’ pontok elrendezése olyan, hogy az I korre vonatkozo
inverziénal K képe K', A képe A’, mig B képe B’, a K-ra vonatkoz6 inverzié pedig A-t B-nek
felelteti meg. Igaz-e, hogy a K’'-re vonatkozé inverziéndl A’ és B’ egymads képei?

3.7. (M) Allitsuk el6 a tengelyes titkrozést inverzidk kompozicidjaként!

3.8. (M) Ha adott a sik tetszdleges A; és A} pontja, akkor létezik olyan egybevidgdsagi transz-
formécid, amely Aj-et A)j-re képezi. Nem nehéz megadni olyan Ay, As és A}, AL pontpérokat,
amelyekhez nincs olyan egybevagdsig, amely Aj-et A)-re, és egytuttal As-t AL -re képezi.

Barhogy is adottak a sikon az A;, Ay, A}, A} pontok, mindig van olyan hasonlésigi transz-
forméacio, amely Aj-et A)-re, és egyuttal As-t A)-re képezi. Nem nehéz megadni olyan Ay, As,
Az és Al Al A% ponthdrmasokat, amelyekhez nincs olyan hasonlésdg, amely Aj-et A)-re, Ao-t

h-re és egyuttal As-at Af -ra képezi.

Hatérozzuk meg azt a maximéalis n pozitiv egészt, amelyre barhogyan is adottak a sikon az
Ay, Ag, ... Ay, AL, AL, L. Al pontok, mindig van inverzidknak olyan kompozici6ja, amely
Aq-et Al-re, Ag-t Al-re, ..., és egyuttal A,-et A/ -re képezi!

3.9. (MS) Adott két kor. Szerkessziink két olyan pontot, amelyek mindkét kérre vonatkozo
inverzional kicserélédnek!

3.10. (MS) Bizonyitsuk be, hogy barmely két kozos pont nélkiili kor koncentrikus kérokbe
invertalhaté!

3.11. (M) A ky, ko koncenrikus korok kozé 8 egyenlé sugart kort helyeztiink, amelyek ciklikusan
érintik egymadst és mindegyik érinti ki-et és ko-t (ldsd az 1. abrét).

a) Hatédrozzuk meg a két koncentrikus kor sugardnak aranyat!

b) A korlanc tagjai egymast olyan pontokban érintik, amelyek mind egy [ kérén vannak.
Fejezzik ki a ki-gyel és ko-vel koncentrikus [ kor sugarat a ki, ko korok sugaraival!

c) Oldjuk meg az a), b) feladatokat, ha a az eredeti két kor kozé n ciklikusan egymadst érinté
kor ldnca irhaté!

3.11.1. abra.

3.12. (M) Szerkessziink két nem koncentrikus kort ki-et és ko-t, amelyek egyike a mésik belse-
jében, és 8 tovabbi kort, amelyek k; és ko kozott vannak, mindkettot érintik és egymadst is
ciklikusan: kq a ko-t, ko még a ks-at, ks még a ky-at, ... ks még a ki-et is.
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3 fejezet. Inverzid 3.8. Komplex szamok és inverziok

3.13.1. abra.

3.13. (S) Steiner Poriszméja néven ismeretes az alabbi tétel: Adott két kor, Ly és Lo, amelyek
nem érintik egymadst. Egy Li-et is Lo-t is érinté A korbdl kiindulva képezhetd koroknek egy
sorozata:

— Ap legyen maga A;
— az Ajq koOr érintse Lq-t, is Lo-t is, és Ap-t is;
— altalaban, Agyq érintse Li-et, Lo-t és Ag-t.

Allitjuk, hogy ha valamely n-re A, = Ay — azaz visszaériink —, akkor barmely A kérbél kiindulva
n 1épésben visszaériink.

3.14. Adott két koncentrikus kor, ky és ko, sugaraik R; és Ry. Tekintsiink az Gsszes lehetséges
moédon két olyan kort, [1-et és lo-t, amelyek mindkét elére adott kort érintik, egymast is érintik
(egy elére nem adott) M pontban, és a két adott kor kozti korgytiriiben helyezkednek el. Lattuk
(lasd a 3.9. feladatot), hogy az igy ad6d6 M pontok mértani helye egy m kor.

a) Bizonyitsuk be, hogy az m-re vonatkozé inverzié egymasba képezi ki-et és ka-t!

b) Hatarozzuk meg m sugarat!

3.15. Bizonyitsuk be, hogy Steiner Poriszmdjiban (lasd a 3.13. feladatot) az A; korok kozép-
pontjai egy ellipszisen, az A;, A;4+1 korok érintési pontjai egy k kéron helyezkednek el, és az A;,
A;11 korok kozéppontjait 6sszekotd egyenes érinti k-t!

3.16. Adott egy pont és véges sok a pontra illeszkedd kiilonb6zé sugard kor. Bizonyitsuk be,
hogy pontosan akkor van olyan kor, amely az Osszes elére adott kort érinti, ha az elére adott
korok kiilsé hasonlésagi pontjai egy egyenesre illeszkednek!

3.8. Komplex szamok és inverziok

3.1. a) Bizonyitsuk be, hogy a z komplex szam képe az origd kozépponti egységsugarii korre
vonatkozé inverziénal az 1/Z komplex szam !

b) Adjuk meg a & kozépponti (£ tetszéleges komplex szam) R sugaru korre vonatkozé inverzio
képletét!
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3.9. A gomb vetitései és az inverziok 3 fejezet. Inverzid

3.2. A sik egybevigésagai megérzik az A és a B pont kozotti AB tavolsagot. A hasonldsiagok
megérzik az A, B, C' ponthdrmas (ABC) = AC/CB osztéviszonyat és az ACBZ nagysagat.
Komplex szamokkal ez a két mennyiség egyszerre is leirhatd. Ha a harom pontnak megfelelo
harom komplex szam z1, zo és z3, akkor iranyitastarté hasonlésagi transzforméacional megmarado

mennyiség az
Z1 — X3

(21)22)23) = 23 — 29

komplex osztoviszony. Hogyan kell a sik négy pontjahoz olyan mértéket rendelni, amely invarians
az inverziokra?

3.3. (M) a) Mutassuk meg, hogy hdrom komplex szdm osztéviszonya (lasd a 3.2. feladatot)
pontosan akkor valds, ha a komplex szamsikon egy egyenesre illeszkednek!
b) A z1, 22, 23, z4 komplex szdmok kettOsviszonya a

(21, 29, 25, 24) = (z1,22,23) _z1—23 21— 24
e 21,22, 24 23 — 22 24 — 22
( )

komplex szam. Bizonyitsuk be, hogy a kett&sviszony a hasonlésagi transzformécidkra invarians!
c) Igazoljuk, hogy négy komplex szam kett&sviszonya és inverziénal szarmazé képeik kettSsvis-
zonya egymas konjugaltja!
d) Mutassuk meg, hogy négy komplex szam kettGsviszonya pontosan akkor valds, ha a komplex
szamsikon egy egyenesre vagy korre illeszkednek!

3.4. Ha adott a sikon az A;, Ay és az A}, Al pontpar gy, hogy A1A4s = A} A, # 0, akkor
pontosan két olyan egybevagisigi transzformdcié van, amely Aj-et A)-re, és egytttal Ag-t Ab-re
képezi. Ezek egyike irdanyitastartd, a méasik megforditja az iranyitast.

Ha adottak a sikon az Ay, As, A3, A}, A, A5 pontok ugy, hogy

akkor mindig van olyan hasonldsdgi transzformdcié, amely Aj-et A}-re, As-t Ab-re és egytttal
As-at Af-re képezi.
Ha
A1A2A34 = AllAIQAgZ §7_f {0,7’(},

akkor pontosan egy, ha
A1AgAzZ = A1 AL AL € {0, 7},

akkor pontosan két ilyen transzformécié van: a kettd egyike irdanyitastartd, a masik megforditja

e sz

3.9. A gomb vetitései és az inverzidk

3.1. (Gdémbre vonatkozo inverzid)

Mi lesz egy

a) sik; b) gomb; c) kor

képe a tér egy O pontjara vonatkozo A aranyt inverziéonal ?
3.2. Adott a sikon a k kor és egy P pont. Felvesziink egy G, gémbot, amely (felilletén) tartal-
mazza a k kort és a P pontbdl érintékipot rajzolunk G,-hez. A kip egy k, kérvonalon érinti

G-et. Jelolje k, kozéppontjat P,.. Képzeljiik el G, 6sszes lehetséges helyzetét és hatdrozzuk meg
P, mértani helyét a térben!

D 1rd



3 fejezet. Inverzid 8.10. Versenyfeladatok

3.3. (M) (Gomb vetitése egy pontbol énmagdra)

Adott egy g gdmb, rajta egy k kor és adott még egy G-re nem illeszkedé P pont is. Vegytlink fel
egy C pontot a k koron és képezziik a PC egyenes és a g gomb C-t61 kiilonboz6 C’ metszéspontjat,
illetve legyen C’ = C, ha PC érinti g-t. Hatdrozzuk meg a C’ pontok mértani helyét, ha C befutja
k-t!

3.4. Bizonyitsuk be, hogy az inverzié a sztereografikus vetitésbdl az aldbbi médon szarmaz-
tathato.

Tekintsiik azt a G gombot, amelynek k a fokore, legyen ennek a gobmbnek a két k-tél legtavolab-
bi pontja V és U. Vetitsiik sikunkat el6szér V-n &t G-re, majd G-t az U ponton at vissza a sikra.
E két leképezés kompozicidja a sikot 6nmagara képezi és éppen a k-ra vonatkozd inverziét adja.

3.5. Legyen adva az [ tetszOleges kor vagy egyenes, tovabba az A és a B pont. Vegyiink fel egy
tetszOleges olyan K kort vagy egyenest, amely meroleges I-re. Jelolje K és I metszéspontjait
(amelyek koziil az egyik lehet a ,végtelen tavoli” pont) X és Y. Bizonyitsuk be, hogy A és B
pontosan akkor egymaés képei az I-re vonatkozé inverzional, ha (XY AB) = —1!

3.6. Ertelmezzik a gdmbon az inverzit a 3.5. feladat 4llitésa alapjan! Azaz az S gomb A és B
pontja akkor legyen egymas képe az S gémbre illeszked6 k korre vonatkozdlag, ha az AB fékor
merdleges k-ra, és X, Y metszéspontjaikkal (XY AB) = —1. Legyen az S gomb két tetszOleges
atellenes pontja U és V (lasd az 1. abrat), felezOmerd6leges sikjuk ¥ . Jelolje k, A és B képét
az S-t Y-ra képezd U centrumi sztereografikus projekciéndl &', A’ és B’. Bizonyitsuk be, hogy
A és B pontosan akkor egymés képei a k-ra vonatkozé gombi inverziénal, ha A’ és B’ egyméds

képei a k'-re vonatkoz6 inverziénal (titkrozésnél)!

3.6.1. 4bra.

3.10. Versenyfeladatok
3.1. (M) [9] Az ABC haromszog koriilirt korének kézéppontja O. A beirt kor az oldalakat az Aj,

By, C) pontokban érinti, kdzéppontja O;. A1 B1Cy haromszdg magassagpontja M. Igazoljuk,
hogy az O, Oy, M pontok egy egyenesen vannak.
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3.10. Versenyfeladatok 3 fejezet. Inverzid

3.2. (M) Adott az ¢ kor és az A pont, amely a kéron kiviil helyezkedik el.

a) Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan B, C' pontpar van, amelyre az ABC haromszog
beirt kore .

b) Jelolje egy ilyen ABC' héromszog korilirt korét w és jelolje még cq4 azt az w belsejében
elhelyezkedd, azt beliilrdl érinté kort, amely érinti az AB, AC oldalegyeneseket is. Mutassuk
meg, hogy a cq kor mindig ugyanaz, tehat fiiggetlen B és C valasztasatol!

3.3. [9] Legyen ABC szabdlyostdl kiilonb6zé haromszog, P pedig a siknak a haromszog csic-
saitdl kiillonbo6z6 pontja. Jeloljék Ap, Bp és Cp rendre az AP, BP és CP egyeneseknek az ABC
haromszog koré irt korrel vett mésodik metszéspontjait. Mutassuk meg, hogy a siknak pontosan
két olyan P és @) pontja van, hogy az ApBpCp és AgBgCq haromszogek szabalyosak, tovabba,
hogy a P(Q egyenes athalad az ABC haromszog koré irt kor kozéppontjan.

3.4. (S) Legyen ABC szabalyostél kiilonbozé haromszog. Hatdrozzuk meg az Gsszes olyan
centrumot, amelybél az A, B, C pontharmas egy szabélyos haromszog harom csticsdba invertal-
haté.

3.5. Legyen adva a K kor és az A, B pontpar. Az f transzformécié a K kér AB egyenesre nem
illeszked$ pontjainak halmazat képezi le 6nmagara a kovetkezOképpen: ha P € (K — AB) és
az AP egyenes és K masik metszéspontja P*, akkor a P*B egyenes és K masik metszéspontja
f(P). Bizonyitsuk be, hogy ha valamely n pozitiv egész szamra f™-nek van fixpontja, akkor f"
identikus!

3.6. Adott egy kor és harom pont. Szerkessziink olyan haromszdget, amelynek koriilirt kore az
adott kor, oldalegyenesei pedig az adott pontokon mennek at! Altalanositsuk a problémat n
pontra és hur-n-szogre!

3.7. (M) [11] Adott a sikon egy ¢ egyenes az egyik oldaldn (nem rajta) az A és B pontok,
tovabba egy 1 szbg. Szerkesztendd olyan ABCD hurnégyszog, amelynek C' és D cstcsa cn
vannak, és amelyre a DAC/ sz6g egyenl6 1-vel.

3.8. (M) [11] Az AB szakasz felez6pontja C, az AB egyenes egyik oldaldn az AC és BC
szakaszokra, mint atmérdkre félkort rajzolunk, tovabba A és B koriil AB sugarral korivet hiizunk,
az utébbiak metszéspontja D. Szerkessziink érint6 kort az ABC D ivnégyszogbe!

3.9. (M) [11] Adott (a sikon) egy e egyenes és az A, B pontok. Szerkessziik meg e-nek azt a P
pontjat, amelyre a PA/PB arany értéke maximaélis, illetve amelyre minimaélis.

3.10. (M) [11] a) Adott a sikban harom kor. Megvélaszthaté-e az inverzi6 alapkore gy, hogy
ezek képei is korok legyenek és a korok kozéppontjai egy egyenesre essenek ?
b) Elérhet6-e emellet az is, hogy a képek koziil kettének a sugara egyenld legyen ?

3.11. (M) [11] Egy A;A2As hiromszog nem egyenld szard, oldalait jeloljik aj, a2, as-mal (a;
fekszik A;-vel szemben). Minden i-re (i = 1,2,3) M; az a; oldal felezépontja, T; az a pont,
amelyben a beirt kor érinti a;-t és S; a T; pont tiikkorképe az A;-hez tartozo belsé szogfelezére
nézve. Bizonyitsuk be, hogy az M51, M2S2, M3Ss egyenesek egy ponton mennek at.

3.12. (M) [11] Egy szabalyos hiaromszog csticsai koré egyenld sugédrral ki, ko, k3 kort irunk.
Egy P pont inverz képe ki-re Py, P inverz képe ks-re P», mig P, képe k3-ra Pj. Szerkessziink
olyan P pontot, amelyre P3 egybeesik P-vel.

3.13. (M) [11] Adott a P pont, az e, f egyenesek és az €, 1) szogek. Szerkesztendék azok a
korok, amelyek dtmennek P-n és e-t €, f-et ¢ szogben metszik. (Kor és egyenes szogén a kor
metszéspontbeli érintéjének az egyenessel bezart szogét értjiik.)
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3 fejezet. Inverzid 8.10. Versenyfeladatok

3.14. [5] Milyen feliiletet kell az egységkorre épiteni ahhoz, hogy magasrél ranézve épp a kor
kiilsejének inverz képét lassuk rajta?
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4. FEJEZET
Komplex szamok a geometriaban

A komplex szamok bevezetésével kapcsolatban lasd az A.IIL.1. fejezetet!

4.1. Komplex szamok, mint vektorok

4.1. (M) Az a,b,c,d csiucsokkal megadott hirnégyszoget atléi két-két haromszogre bontjak.
Bizonyitsuk be, hogy az igy keletkezett (abc), (bed), (cda) és (dab) haromszogek magassdgpontjai
az eredetivel egybevigd négyszog csicsai.

4.2. (M) Bizonyitsuk be, hogy a Feuerbach-kor valamely oldalfelez6 pontot tartalmazé dtmérdje
parhuzamos és egyenld a koriilirt kornek azzal a sugaraval, amely a szemkoztes csticshoz tartozik.

4.3. (M) A hirnégyszog csucsaibdl négy haromszog alkothaté. Szerkessziik meg e négy hérom-
szog Feuerbach-koreit. Igazoljuk, hogy

a) a korok kozéppontjai ismét egy korén vannak; (Ezt hivjdk a htrnégyszog Feuerbach-
korének.)

b) a szébanforgé haromszogek Feuerbach-koérei egy ponton mennek &t; (Lasd még a 4.4.
feladatot!)

¢) a hirnégyszog koré irt kor O kozéppontja, S silypontja és Feuerbach-korének O kozép-
pontja egy egyenesen vannak és az S pont felezi az OO’ szakaszt.

4.4. (M) A 4.3. feladat eredményét felhasznélva bizonyitsuk be, hogy a korbe irt 6tszog cstic-
saibdl képzett hiarnégyszogek Feuerbach-koreinek kézéppontjai egy korén vannak. (Ez a harot-
sz0g Feuerbach-kore.) Altaldnosan is fogalamzzuk meg az allitast korbe irhaté n-szogekre.

4.2. Komplex osztépont és egyenes

4.1. (M) ,Osztépont”
A komplex szdmsikon adott A, B pontokhoz (komplex szdamokhoz) képest a C komplex szam
gy helyezkedik el, hogy az oldalak
B-C =z
C—A vy
ardnya is adott (itt z és y is komplex szdmok). Mutassuk meg, hogy

_ rA+yB
N r+y

C

4.2. (M) Adjuk meg az ag, a1, ag, by, by, by valtozdk olyan polinomidlis kifejezését, amelynek
értéke pontosan akkor 0, ha a komplex valtozdk értékeinek megfelelé pontok alkotta agajas,
bob1 b2 hdromszogek (pontharmasok) hasonléak és azonos koriiljardstuak!
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4 fejezet. Komplex szamok a geometridban 4.3. Forgatds, forgatva nyujtds, mint szorzds

4.3. (M) Alabb az egyenes egyenletét irjuk fel komplex szamokkal. Az € komplex szam jatssza
az irdnyvektor szerepét.
a) Mutassuk meg, hogy a z komplex szamnak megfelel6 pont akkor és csakis akkor illeszkedik
a komplex szamsik origdjat az € # 0 komplex szamnak megfelel6 ponttal sszekotd egyenesre,
ha
ez —€z=0.

b) Igazoljuk, hogy az el6z6 egyenessel parhuzamos, a zy komplex szdmnak megfelelé ponton
athaladd egyenes egyenlete
€Z — €2 = €29 — €20.

4.4. (MS) Adjuk meg az a, b, ¢ valtozék olyan polinomidlis kifejezését, amelynek értéke pon-
tosan akkor zérus, ha a komplex szamsikon az a, b, ¢ komplex szamoknak megfelel6 pontok egy
szabalyos hdromszog cstcsai!

4.5. (M) Mutassuk meg, hogy a z¢z; 22 hdromszog pontosan akkor pozitiv koriiljarasa szabalyos
haromszog, ha

20 + wz1 + w222 =0,
ahol w = cos %’r + ¢ sin %’T az els6é harmadik egységgyok.
4.6. (M) [6] Tekintsiik a komplex szdmsikon az 0 kozéppontu k kort és jelolje a és b e kor
egy-egy pontjat, illetve a pontnak megfelelé6 komplex szamot. Irjuk fel a k& kor a-beli és b-beli
érintéinek x metszéspontjat az a és b komplex szdmok algebrai kifejezéseként.

4.7. (M) Adott a komplex szamsik O origéja és egy O kozéppontu kor a, b komplex szdmoknak
megfelel§ pontjai. Szerkessziikk meg az a, b szimtani, harmonikus és mértani kdzepeit, tehat az

a+b 2ab

A="220 H=
2

. Gip==+Vab

komplex szadmoknak megfelelé pontokat!

4.3. Forgatas, forgatva nyudjtas, mint szorzas

4.1. (M) [14] Az ABCD paralelogramma AC és BD &atldjara az egyméashoz hasonl6 ACE
és BDF egyenlé szaru haromszogeket rajzoltunk. (E és F' a szarak metszéspontjai.) Mutassuk
meg, hogy E'F merdleges a paralelogramma egyik oldalparjara.

4.2. (M) Egy négyzet két szomszédos csicsa a zg és a z; komplex szam. Fejezziik ki algebrai
miiveletekkel a négyzet tovabbi két csiicsanak megfelelé komplex szdmot!

4.3. (M) Egy szabdlyos haromszog két csticsa a zg és a z; komplex szam. Fejezziik ki algebrai
miiveletekkel a szabalyos hdromszog harmadik csicsanak megfelelé komplex szdmot!

4.4. (M) [6] Az ABCD és AB'C'D' négyzeteknek A kozos cstcsa; a két négyzetre még azt
kotjik ki, hogy koriiljarasi irdnyuk kiilonbo6z6 legyen. Bizonyitsuk be, hogy a négyzetek kozép-
pontjai, valamint a BB’ és DD’ szakaszok felezOpontjai egy négyzetnek a csiicsai. a 4.1M1

4.5. (M) Tetsz6leges négyszog oldalaira szerkessziink négyzeteket. (Vagy mind kifelé, vagy
mind befelé.) Bizonyitsuk be, hogy a szemkoztes négyzetek kozéppontjait Osszekotd szakaszok
egyenlok és merolegesek.
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4.8. Forgatds, forgatva nyujtds, mint szorzds 4 fejezet. Komplex szamok a geometriaban

4.6. (M) [14] Bizonyitsuk be, hogy az ABC haromszog AC és BC' oldalaira kifelé rajzolt azonos
oldalszamu szabalyos sokszogek kézéppontjait 6sszekoto szakasz felezépontja egybeesik az AC és
BC oldalak felezépontjait 0sszekotd szakaszra (a C' irdnydban) emelt ugyanakkora oldalszamu
szabalyos sokszog kozéppontjaval.

4.7. (M) [16] A nem egyenl6 szarat ABC haromszog BC,CA és AB oldalaira kifelé szabalyos
n-szogeket frunk, ezek kozéppontjai Ay, By és Ci. Mely n esetén lesz az A1 B1C7 haromszog
mindig szabélyos?

4.8. (M) [14] Az ABC héromszog oldalaira kifelé megszerkesztjiikk az ABD, BCE és CAF
szabalyos haromszogeket. Legyen ezek kozéppontja rendre J, K és L. Jelolje tovabbd a DE,
EF, FD szakaszok felezOpontjait rendre G, H és I, az AD, DB, BE, EC, CF, F A szakaszok
felezépontjat pedig rendre Fap, Fpp, Fe, FEc, For és Fra (lasd az 1. abrat).

a) Mutassuk meg, hogy JK L szabélyos haromszog!

b) Igaz-e, hogy a JK L, ABC haromszogek sulypontja egybeesik ?

c) Igazoljuk, hogy BG = CH = I A.

d) Bizonyitsuk be, hogy C'D mer6leges K L-re!

e) Mutassuk meg, hogy az FapFrc, FppFor, FppFra szakaszok paronként 60°-os szoget
zarnak be egymassal! Igaz-e, hogy ezek a szakaszok egyenl6 hossziak is?

4.8.1. abra.

f) Igazoljuk, hogy az AFpg, CFpp, BL egyenesek egy ponton mennek at!
g) Mutassuk meg, hogy az Fpp, Fpr pontok az AC oldal Fyc felez6pontjaval szabélyos
haromszoget alkotnak.

4.9. (M) [6] Az OAB és OA'B’ ellentétes koriiljarast szabdlyos haromszogek O cstcsa kozos.
Bizonyitsuk be, hogy egyrészt az AA’, OB, OB’; mésrészt a BB', OA, O A’ szakaszok felezOpon-
tjai szabdalyos haromszogek cstcsai.

4.10. (M) Az r sugari korbe irt A1 Ay A3 Ay AsAg hatszog Ay Ag, AzAyg, AsAg oldalainak hossza
r. Mutassuk meg, hogy az AsAs, A4As, AgA; oldalak felezépontjai egy szabalyos haromszog
csucsai.

4.11. (M) Adva van a C,Cy szakasz és ennek A bels6 pontja. Allitsuk el8 a C;Cy egyenes altal
hatérolt egyik félsikban a C1AB; és CoABy szabalyos haromszogeket. Legyen a Cy By szakasz
felez6pontja X, a B1Cs szakaszé Y, tovabba a két szabalyos haromszog és az AXY haromszog
koriilirt korének kozéppontja O1, Oq, illetve O (lasd az 1. abrat). Bizonyitsuk be, hogy
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4 fejezet. Komplex szamok a geometridaban 4.4. Korok és hurjaik

a) az AXY héromszog szabdlyos,
b) az 01,02, O pontok egy egyenesen vannak,
c) O felezi az 0104 szakaszt.

4.11.1. abra.

4.12. (M) [6]

a) Az AByBy, ACyC1, ADyD; hiaromszogek szabélyosak, pozitiv koriiljarasiak és kozos cstic-
suk az A pont. Mutassuk meg, hogy a B1Cy, C1 Dy, D1By szakaszok D, B, C felez6pontjai is
egy pozitiv koriiljarasa szabalyos haromszog cstcsai (lasd az 1. dbrat).

4.12.1. abra.

b) Mutassuk meg, hogy ha az AgpByBy, AcCoC1, ApDyD; haromszogek szabalyosak, pozitiv
koriljarasaak és az ApAcAp haromszog is szabdlyos és pozitiv koriljarasa, akkor a BiCy,
C1Dy, DBy szakaszok D, B, C felez6pontjai is egy pozitiv koriljarast szabalyos haromszog
csucsai.

c) Mutassuk meg, hogy ha b)-ben az Ap Ac Ap haromszog nem szabélyos és pozitiv koriljarasu,
(de a tobbi feltétel ugyanugy teljesiil) akkor a DBC' haromszog sem az.

4.4. Korok és hurjaik

4.1. (M) [6] Tekintsiik a komplex szamsikon az 0 k6zéppontu k kort és jelolje ay, as, by, ba e kor
egy-egy pontjat, illetve a pontnak megfeleld komplex szdmot. Irjuk fel annak algebrai feltételét,
hogy az ajas, biby hiirok

a) parhuzamosak, b) merélegesek.

4.2. (M) [6] Hosszabbitsuk meg az ABC haromszg magassagvonalait a koriilirt korig, és az igy
kapott pontokat jelolje A’, B’ és C'. Mutassuk meg, hogy az ABC héiromszog magassagvonalai
felezik az A’ B'C’ haromszog szogeit !
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4.4. Korok és hurjaik 4 fejezet. Komplex szamok a geometriaban

4.3. (M) [6] Tekintsiik a komplex szamsikon az 0 kozépponti k kort és jelolje a, b és ¢ kor
egy-egy pontjat, illetve a pontnak megfelelé komplex szamot. Irjuk fel az abe haromszog

a) magassagpontjat

b) a magassigvonalak talppontjait

c) a magassagpontnak az oldalegyenesekre vonatkozé titkorképeit

d) a cstcsoknak az oldalegyenesekre vonatkozé titkorképeit

az a, b, ¢ komplex szdmok algebrai kifejezéseként!

4.4. (M) Igazoljuk, hogy a haromszog talpponti haromszogének oldalai merélegesek a hérom-
sz0g koré irt kor csticsokhoz tartozo sugaraira.

4.5. (M) [14] Az ABC héaromszog A-bdl indul6é magassagvonalanak felezépontja D, hasonléan
a B-bél indudé magassagvonal felezOpontja E, tovabba a C-bdl indulé magassag talppontja T'.
Igazoljuk, hogy DTE/ = ACB/.

4.6. (M) Legyen az O kozéppontu kor egy hurjanak két végpontja a és b. Mutassuk meg, hogy
a hur felezémerolegesének a korrel valé metszéspontjai a ++vab komplex szdmoknak megfeleld
pontok.

4.7. (M) Mi az algebrai feltétele (lasd pld a 4.1. feladatot), hogy a kor két hirja « szoget zarjon
be?

4.8. (M) [4] Tekintsiik a komplex szamsik origb kézéppontu k koérén az ai, ag, by, be pontokat.
Fejezziik ki az a1, as, by, bo komplex szamokkal az ajas, b1by hiiregyenesek metszéspontjat

a) ha ezek a hirok merélegesek egymaésra;

b) az éltalanos esetben.

4.9. (M) Mutassuk meg, hogy ha ay, ag, b1, be az origd kézépponti egységsugari kor pontjai,
akkor az a1, as pontokat 6sszekotd szeldegyenes a by, bo pontokat 0sszekotd szeldegyenest abban

a z pontban metszi, amelyre
a1 +az — by — by

? p—
ai1ay — blbg
4.10. (M) Mutassuk meg, hogy a hdromszog magassdgpontjdnak oldalakra vonatkozé tiikkorképei
a koré irt kérén vannak.

4.11. (M) [6] Mutassuk meg, hogy ha a hdromszog koriilirt korének barmely P pontjat

a) merdlegesen vetitjiik; b) tikrozzik

a hdromszog oldalaira, akkor a harom képpont egy egyenesen van és ez az egyenes a b) eset-
ben dtmegy az eredeti haromszog magassagponjan! Az a) esetben a kapott egyenest az ABC
héromszog P ponthoz tartozé Simson (Wallace) egyenesének nevezziik.

4.12. (M) Mutassuk meg, hogy tetszéleges haromszogben
a) az atellenes kori pontokhoz tartozé Simson-egyenesek merélegesek egymaésra.
b) az egymésra meréleges Simson-egyenesek a Feuerbach-korén metszik egymast.

4.13. (M) [6] Az ABC héromszog minden csticsabdl szerkessziink olyan egyenest, amely a
szemkozti oldalt o szégben metszi tgy, hogy minden oldalegyenest ugyanolyan iranyu « forgas-
sal lehessen a metszékbe vinnni. A metsz6 egyenesek a hiromszog koré irt kort A*, B*, C*
pontokban metszik ismét. Bizonyitsuk be, hogy barhogyan is vélasztjuk a-t, az A* B*C* harom-
szogek mindig egybevagok.
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4 fejezet. Komplex szamok a geometridaban 4.5. Komplex kettdsviszony alkalmazdsa

4.14. (M) Ajunk meg a sikon n tetsz6leges egyenesbdl all6 E' egyeneshalmazt és egy O pontot.
O-bdl az egyenesekre allitott merdlegesek talppontjai legyenek Aq, As, ..., A,. Forgassuk el az
OA1, OA,, ..., OA, egyeneseket O koriil egy tetszOleges  szoggel; az elforgatott egyenesek az
adott egyeneseket most az A; pontok helyett rendre By, Bs, ..., B, pontokban metszik. Ezt a
ponthalmazt az E egyeneshalmaz egyik talpponti alakzatanak nevezziik. Mutassuk meg, hogy
az F egyeneshalmaz O pontra vonatkozé mindegyik talpponti alakzata hasonlé.

4.5. Komplex kettosviszony alkalmazasa

4.1. (M) [6] Igazoljuk a komplex szamsikon felvett abed négyszog oldal- és atlévektoraira, mint
komplex szamokra vonatkoz6 aldbbi azonossagot!

(a—c)-(b—d)=(a—d)-(b—c)+(d—c)-(b—a).

4.2. (MS) [6] Igazoljuk a Ptolemaiosz tételt (lasd a G.IL.12.7. feladatot) a komplex szdmok
segitségével !

4.3. (MS) [14] Az ABC héromszog AB és AC oldalara kifelé rajzolt négyzetek kozéppontja K
és L, az A-bdl indulé magassagvonal talppontja T, a BC oldal felez6pontja F'. Mutassuk meg,
hogy KTF L htirnégyszog.

4.4. (M) Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges négyszog csticsaibél képzett haromszogek Feuerbach-
korei egy ponton mennek at.

4.5. (M) [6] (Newton tétele)
Mutassuk meg, hogy barmely érinténégyszogben a beirt kor kézéppontja és a két atlé felez6pon-
tja egy egyenesen helyezkedik el.

4.6. Diszkrét Fourier transzformacio

4.1. [2] Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert! A zy, z1, zo-re kapott kifejezéseket vonjuk
Ossze és egyszeriisitsiik!
z0+z21+2= A
20 +wz +wln= A
20+ w?z +wzg = A

4.2. (M) Vessiik 0ssze a 4.1., 4.5. feladatokat!
a) Irjunk fel a 4.1. feladat megfelel6jét négy ismeretlennel, tehdt oldjuk meg a

20+21+22+23= A

z0 + 121 + i222 + igzg = A
20 + ’i221 + i422 + i623 = Ay
20 + ’i321 + i622 + i923 = Ajg

egyenletrendszert!

c sz

A1:O?ESA2:O;A3:O?

4.7. Vegyes feladatok

4.1. (M) Tetsz6leges haromszog oldalai folé szerkessziink hasonlé egyenlé szart haromszo-
geket. Mutassuk meg, hogy ezek csticsait a szemkozti haromszogesicsokkal 6sszekoto egyenesek
egy ponton mennek &t.
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4.7. Vegyes feladatok 4 fejezet. Komplex szamok a geometridban

4.2. (M) Az (abicy), (abaca), (abses) egy kozos cstcesal rendelkezd, egyezé kortiljarast hasonld
haromszogek. Tudjuk, hogy a b1, bs, b3 pontok egy egyenesen vannak. Igazoljuk, hogy akkor a
c1, co, c3 pontok is kollinearisak.

4.3. (M) Szerkessziink egy korbe két egybevagd, azonos koriiljardsu héaromszoget. Mutassuk
meg, hogy

a) az egymashoz tartozo6 oldalegyenesek metszéspontjai az eredetihez hasonlé hdromszog cstic-
sai;

b) ennek a haromszognek a magassidgpontja a kor kézéppontja.

4.4. (M) Forgassuk el az ABCD hurnégyszoget a koré irt kor kézéppontja koriil. Bizonyitsuk
be, hogy az eredeti négyszog oldalegyenesei az elforgatott négyszog megfelel6 oldalegyeneseit egy
paralelogramma csiicsaiban metszik.

4.5. (M) Egy 60°-o0s szog egyik szaran elhelyezked6 A, illetve A; pontnak a szdg csticsatol
mért tavolsaga p, illetve 2¢; a masik szaron elhelyezkedé B, illetve B; pontnak a csticstél mért
tavolsdga pedig g, illetve 2p. Az Ay B; szakasz felezépontja C'. Bizonyitsuk be, hogy az ABC
haromszog szabalyos.

4.6. (M) Milyennek kell lennie az ABC' haromszognek ahhoz, hogy az oldalai f6lé szerkesztett
négyzetek kozéppontjai szabalyos haromszoget alkossanak ?

4.7. (M) Harom hasonlé és azonos koriiljarasi haromszog egy-egy csucsat Gsszekapcesoljuk
egy negyedik - az el6z6 haromhoz hasonl6 és azonos koriiljarast - haromszog megfelelé csiic-
saival. A szabadon maradt cstcsok koziil a szomszédo-sakat (,az azonos szoggel rendelkezéket, )
Osszekotjiik. Bizonyitsuk be, hogy az 6sszekoto szakaszok felezépontjai az eredeti haromszogekhez
hasonlé és megegyzo6 koriiljarast haromszoget hataroznak meg.

4.8. (M) [15] Igazoljuk a haromszogek teriiletére vonatkozé Heron-képletet a komplex szdmok
felhasznaldsaval.

4.9. (M) Adott négy kor Cq,Cy,Cs,Cy a komplex sikon ugy, hogy C; és Cy metszéspontjai
z1,w1; Cy és C3 metszéspontjai zo,wsy; C3 és Cy metszéspontjai zg, w3 és végil Cy és C7 met-
széspontjai z4, ws. Mutassuk meg, hogy a 21, 23, 23 és z4 pontok akkor és csak akkor helyezkednek
el egy koron, ha wi, we, w3 és wy pontok is egy korén vannak.

4.10. (M) A sikon n darab egyenest dltaldnos helyzetiinek neveziink, ha semelyik kettd nem
pdrhuzamos és semelyik hdrom kézilik nem metszi eqgymdst eqy pontban. Két dltaldnos helyzeti
egyenes metszéspontjat nevezhetjik a két eqgyenes Clifford-féle pontjdnak. Hdarom dltaldnos helyzetd
egyenesnek harom Clifford-féle pontja van és ezek korilirt kore, a hdrom egyenes Clifford-kére.

a) Vegyiink négy &ltaldnos helyzetii egyenest a sikon. Ezek koziil barmely haromnak van
Clifford-kore. Igazoljuk, hogy a négy kor egy pontban metszi egymast. Ez a négy egyenes Clifford-
féle pontja.

b) Most vegyiink 6t dltaldnos helyzetii egyenest. Barmelyik négynek van Clifford-féle pontja.
Lassuk be, hogy az igy nyerhetd 6t Clifford-féle pont egy kérén van. S6t! Hat altalanos helyzeti
egyenesnek hat Clifford-féle kore van. Ezek tgy keletkeznek, hogy egy-egy pontot elhagyunk és
a maradék 6t pontnak vessziik a Clifford-korét. Belathatd, hogy ez a hat kor egy pontban metszi
egymast, stb. .. Kapunk egy végtelen tétellancolatot, az tin. Clifford-féle tétellancot.
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4 fejezet. Komplex szamok a geometridaban 4.7. Vegyes feladatok
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5. FEJEZET
Projektiv geometria

5.1. Perspektivitas

5.1. Figyeljiik meg Diirer ,A miivész kannat rajzol” ciml metszetét (1. dbra)! A rajzolé dbra-
zolja a kanna alapjat alkoté négyzetlapot, parhuzamosok lesznek-e annak oldalai a képén?
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5.1.1. &bra.

5.2. (M) [11] Az 1. dbran egy focipélya fényképe lathat6. Szerkesszitk meg a
a) pélya kozépvonalat;
b) az alapvonalakkal parhuzamos, azok tavolsdgat harmadold egyeneseket!

5.2.1. dbra.

5.3. Nyissuk ki derékszogben a fiizetiinket (14sd az 1. abrat) és az egyik oldalon talalhat6 (vagy
az oldal mellé helyezett) négyzethalét vetitsiik at a tér egy pontjabdl a mésik lapra (a mindkét

lapot képzeljiik teljes siknak).
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5 fejezet. Projektiv geometria 5.1. Perspektivitds
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5.3.1. abra.

a) Rajzoljuk meg a hél6vonalak képét!
b) Mely pontoknak nem lesz képe a flzetlap sikjaban?
c) Parhuzamosak-e az eredetileg parhuzamos récsvonalak képei?

5.4. (M) (Abramagyardzat Leon Battista Alberti (1404-1472) ,De pictura” cimii kényvéhez)

A fest6 a terem padldjat jeleniti meg vasznan. A padld negyzetracsos elrendezésii parketta
(,pavimenti”). A vészon a padléig ér, alja, az 1. dbrdn az AB szakasz, épp egybeesik az egyik
parkettasor kezdetével, a parkettalapok szélei tehdat AB-vel parhuzamosak illetve merdlegesek
ra. A festd a terem szimmetriatengelyében &ll, egynem egy parkettalap oldalaira merdleges szim-
metriasikjaban. A fest6hoz legkozelebbi parketta (a fest6 egyik szemébél vetitett) képe a vasznon
az UVW Z szimmetrikus trapéz, melynek alapjai UV = ¢ > a = ZW, magassiga pedig m. A
trapéz szarainak meghosszabbitdsai az O pontban metszik egymast.

Fejezziik ki a, ¢ és m segitségével a

a) fest6 szemmagassagat ;

b) festé és a vaszon tavolsigat!

Az 1. dbran megrajzoltuk a parkettalapok egymassal parhuzamos atléinak képét is. Ezek egy
P pontban metszik egymast.

¢) Mutassuk meg, hogy OP és AB parhuzamosak.

d) Bizonyitsuk be, hogy az OP tévolsig megegyezik a fest6 és a vdszon tavolsdgaval.
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5.4.1. abra.
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5.2. A kettésviszony fogalma (pontok és egyenesek) 5 fejezet. Projektiv geometria

5.5. Tekintsiik a térbeli koordinatarendszerben az O origdt, a z = 1 egyenletii ¥ sikot és az
x = 1 egyenletii II sikot. Vetitsiik at a X sikot O-bdl a II sikra.

a) A ¥ sik mely pontjainak nem lesz képe a vetitésnél?

b) A II sik mely pontjai nem allnak el§ a ¥ sik egyik pontjdnak képeként sem?

Tekintsitk a ¥ sik Py(0,0,1), P1(0,1,1), P»(0,2,1) pontjait és az azokon athalad6 egymadssal
parhuzamos ¢(1,0,0) irdnyvektord eg, ej, es egyeneseket valamint a Py, P, pontokon dtmend
f(1,1,0) irdnyvektora fo, fi egyeneseket.

B c) Hatérozzuk meg az e; N fo, e2 N fo, ea N f1 metszéspontok és vetitésnél szdrmazd képeik
koordinatait!

d) Hol metszik egymadst az ey, e1, e2 egyenesek képei?

e) Hol metszik egymast az fo, f1 egyenesek képei?

5.6. Adott egy konvex négyszog, egy négyzetalaku parkettakbol all6 padléd egyetlen négyzetének
képe egy festményen vagy fényképen (lasd pl Vermeer ,Koncert” cimii festményének az 1. dbran
lathaté részletét). Szerkessziik tovabb a képet, rajzoljuk meg a szomszédos parkettalapokat!

5.6.1. abra.

5.7. (M) Adott egy négyszog.
a) Mutassuk meg, hogy atvetitheté egy masik sikba, hogy képe paralelogramma legyen!
b) Atviheté-e vetitések egymas utdni alkalmazasaval négyzetbe?
c) Atviheté-e egyetlen megfelels vetitéssel négyzetbe?

5.2. A kettGsviszony fogalma (pontok és egyenesek)

5.1. Ha A, B, C harom pont, amelyek egy egyenesen vannak, akkor hozzdjuk rendelhetd egy
valOs szam, a harom pont osztdviszonya. Ehhez az egyenesen felvesziink egy iranyitast és rajta a
PQ tavolsidgot irdnyitottan értelmezziik: ha P-t6l () az egyenes felvett iranyitdsanak megfelel6
irdnyban van, akkor PQ elGjeles tavolsdgot pozitivnak, egyébként negativnak tekintjik. Az os-
zt6viszonyt az (ABC) = AC/CB hanyados értéke adja meg.

a) Mutassuk meg, hogy az osztéviszony értéke nem valtozik meg, ha az egyenes irdnyitasat
megforditjuk!

b) Adott az A és a B pont. Az (ABC') osztéviszony értéke mely C' pontokra lesz negativ,
illetve mikor lesz pozitiv?

c)AzA=B,B=C,C=A, A= B = (C specilis elrendez6dések melyike esetén értelmezhet
az osztoOviszony és mennyi az értéke?
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5 fejezet. Projektiv geometria 5.2. A kettésviszony fogalma (pontok és egyenesek)

d) Adott az A és a B pont. Keressiik meg az sszes olyan C' pontot, amelyre (ABC) értéke
1,2, —1, —2!

e) Melyek azok a valés értékek, amelyet (ABC') nem vesz fel? Van-e olyan érték amelyet,
rogzitett A, B esetén, tébb C pontnal is felvesz?

f) Mutassuk meg, hogy (ABC') értéke nem valtozik meg a sik hasonlésagi transzforméciéinal!

g) Véltozhat-e (ABC) értéke ha az egyenes a sik egy pontjabdl egy mésik egyenesre vetitjiik ?

5.2. Ha A, B, C, D négy pont, amelyek egy egyenesen vannak, akkor hozzajuk rendelheté egy

szam, a négy pont kettdsviszonya, az osztéviszonyok hanyadosa: (ABCD) = (ABC)/(ABD) =

__ AC JAD .. AC-DB
~ CB/DB ~ CB-AD"
a) Adott az egymdstdl kiilonb6z6 A, a B és a C pont. Az (ABC D) kett&sviszony értéke mely

D pontokra lesz negativ, illetve mikor lesz pozitiv?

b) Ha az A, B, C, D pontok kozott azonosak is vannak, akkor mely esetekben hogyan
értelmezhetd a kettosviszonyuk?

c) Adott az A, a B és a C pont. Szerkessziik meg az Gsszes olyan D pontot, amelyre (ABCD)
értéke 1, 2, —1, —2!

d) Melyek azok a valds értékek, amelyet (ABC D) nem vesz fel? Van-e olyan érték amelyet,
rogzitett A, B, C esetén, tobb D pontnal is felvesz?

e) Mutassuk meg, hogy (ABCD) értéke nem véltozik meg a sik hasonldsigi transzforma-
ci6inél!

5.3. (MS) (Egyenesek kettdsviszonya)

Jelolje az a és b egyenesek szogét (ab), ezt irdnyitva értjik. A metszéspontjuk koril a-t (ab)
szOggel az Ora jarasaval ellentétes irdnyba elforgatva éppen b-t kapjuk. Az (ab) szog csak modulo
180° definiélt.

Ha a, b, ¢, d négy egyenes, melyek egy ponton haladnak at, akkor kettosviszonyukat jeldlje
(abcd). Ez egy szdm, melyet igy definidlunk:

sin(ac) sin(ad)

(abed) = sin(cb) ~ sin(db)

5.3.1. abra.

Mutassuk meg, hogy ha A, B, C' és D egy egyenesen elhelyezked6 pontok és O erre az egyenesre
nem illeszked$ pont, akkor az OA = a, OB = b, OC = ¢, OD = d egyenesekre (abed) =
= (ABCD)!
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5.2. A kettésviszony fogalma (pontok és egyenesek) 5 fejezet. Projektiv geometria

5.4. (S) (A kettdsviszony invariancidja vetitésnél)

Mutassuk meg, hogy a vetités megtartja a kettosviszonyt, azaz ha az egy egyenere illeszked6
A, B, C, D pontok képei az egyenesnek egy masik egyenesre vald vetitésénél A’ B', C' és D/,
akkor (ABCD) = (A'B'C'D').

2.0
ol
[ NN

5.4.1. abra.

5.5. (M) A szadmegyenesen az A pont a 0-ndl, a B az 1-nél, a C' a 3-nal van. Hol van a D pont,
ha (ABCD) =47

5.6. (M) Az A, B, C, D, pontok a szimegyenesen rendre —3, 1, 7, 10-nél vannak, a szamegyenes
idedlis pontjat jelolje E. Mekkora a kévetkezd kettésviszonyok értéke:
a) (ABCD); b) (DCBA); c) (ABCE)?

5.7. (A kettdsviszony eldjele) Hatdrozzuk meg fejben az (ABCD) kett8sviszony el6jelét, ha A,

B, C, D rendre a szamegyenes aldbb megadott pontjainak felelnek meg:
a) 1, 4, 5, 10; b) (-1), 4, 5, 10; c) 1, 4, (-5), 10; d) 1, 4, 10, 5;
e)1,4,5,3; f) 1,4, 2, 3; g) 1,4, 2, (=3); h) 1,4, (=2), (=3).

5.8. Adott egy sugdrsor harom eleme a, b, c. Szerkessziik meg a sugarsor d elemét tigy hogy
(abed) értéke

a) 2; b) -2

legyen.

5.9. (MS)

a) Mutassuk meg vetitésekkel, hogy (ABCD) = (BADC), azaz vetitések sorozataval vigytuk
at az A, B, C, D pontnégyest a B, A, D, C pontnégyesbe!

b) Ehhez hasonléan igazoljuk, hogy (ABCD) = (DCBA).

5.10. Igazoljuk, hogy egy egyenes tetszéleges 6t pontjara teljesiil, hogy
(ABCD)(ABDE) = (ABCE).

5.11. Adott egy egyenesen hét pont: A, B, C, D, A’, B’, és C'. Szerkessziink olyan D’ pontot,
amelyre (ABCD) = (A'B'C'D’).

5.12. a) Mutassuk meg, hogy ha adott A valés szdm és egy egyenes harom pontja, A, B és C,
akkor az egyenesen egy és csakis egy olyan D pont van, amelyre (ABCD) = .

b) Igazoljuk, hogy ha fent A komplex szam és A, B, C' a komplex szamsik pontjai, akkor is
egyértelmiien 1étezik a D pont, melyre (ABCD) = A.
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5 fejezet. Projektiv geometria 5.3. A kettdsviszony fogalma (kori pontok, komplex szamok)

5.13. a) Mutassuk meg, hogy ha adott egy egyenes harom kiilonb6z6 pontja, A, B és C,
valamint hdrom tovabbi, az elézbekkel esetleg egyezd, de egyméastdl kiilonbozd pontja, A’, B’
és ', akkor van vetitéseknek olyan ¢ kompozicidja, amely az egyenest onmagédra képezi és
p(A) = A, ¢(B) = B, p(C) = C".

b) Igazoljuk, hogy ha a fenti ¢ transzformacié hatdsat tekintve egyértelmil, tehédt az egyenes
barmely D pontjara a ¢(D) pont egyértelmiien meghatarozott.

5.14. a) Az aldbbi RU {oo} — R U {oo} fliggvények koziil melyek tartjdk meg a valés szam-
négyesek kettdsviszonyat (a fliggvényeket a végtelenben ottani hatérértékiikkel értelmezziik)?
fo)=2+3, g@) =2’  h@)=4r  j@)=1  fl)=2-1
b) A fenti fiiggvények CU{oco} — CU{oo} hozzdrendeléseknek is felfoghatok. Melyek tartjak
meg koziliik a komplex kettGsviszonyt ?

5.15. Adjuk meg az osszes olyan R U {oc} — R U {oo} fiiggvényt, amely megtartja a valds
szamnégyesek kettésviszonyat (a fliggvényeket a végtelenben ottani hatarértékiikkel értelmez-
zik)!

5.16. (MS) (A kettdsviszony permutdcioi)

Legyen (ABCD) = x. Tekintsiik az A, B, C, D betiik 24 permutaci6jat. Mindegyik 7 permutéa-
ciéhoz tartozik egy (w(A)m(B)m(C)m(D)) kettsviszony. Ennek hanyféle értéke van? Fejezzik
ki a lehetséges értékeket x-szel!

5.17. (MS) (Kettdsviszony vektorokkal)
Adott az e egyenes, rajta az A, B, C, D pontok, tovabba az e-re nem illeszked6 O pont.
Tekintsiik az OA, OB, OC, OD egyenesek a, b,c, d iranyvektorait és legyen

c=o1a+ Pib, d = aga + [2b. (1)

Fejezziik ki az (ABCD) = % / % kettOsviszonyt az aq, b1, ag, [ valtozdkkal!

5.3. A kett6sviszony fogalma (kori pontok, komplex szadmok)

5.1. (M) (Komplex osztéviszony és kettésviszony)
a) A z1, 22, z3 komplex szdmok kettOsviszonya a

21 — %3

(Zla 22, 23) -
z3 — 22

komplex szam. Mutassuk meg, hogy hdrom komplex szdm osztéviszonya pontosan akkor valés,
ha a komplex szamsikon egy egyenesre illeszkednek!

b) Bizonyitsuk be, hogy az osztéviszony irdnyitastarté hasonlésigi transzformaciokra invar-
idns!

c) A z1, z9, 23, z4 komplex szamok kettésviszonya a

(21,20,23) 21 —23 21— 2

(21722723724) - == .
(21,22,24) 23— 22 24— 22

komplex szam. Igazoljuk, hogy négy komplex szam kettOsviszonya és inverzional szarmazé képeik
kettésviszonya egymas konjugaltja!

d) Mutassuk meg, hogy négy komplex szam kettésviszony pontosan akkor valés, ha a komplex
szamsikon egy egyenesre vagy korre illeszkednek!

e) Mutassuk meg, hogy négy komplex szam kettésviszony pontosan akkor negativ, ha egy
egyenesre vagy korre illeszkednek és azon az AB pontpar elvilasztja a C'D pontpart!
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5.4. Harmonikus elvdlasztds 5 fejezet. Projektiv geometria

5.2. (Kori pontok kettésviszonya I.)

Legyen egy kor 6 pontja A, B, C, D, P, Q. Jeldlje PA, PB, PC, PD egyenesét a, b, c, d.
Jelolje QA, @B, QC, QD egyenesét o'W, ¢, d'.

a) Igazoljuk, hogy (abed) = (d'b/dd’).

b) Mutassuk meg, hogy ez az Osszefliggés akkor is fenndll, ha P megegyezik az A, B, C, D
pontok egyikével, ha ilyenkor az egybeesd pontok Osszekotd egyenesének a kor adott pontbeli
érint6jét tekintjik!

5.3. (MS) (A komplex és a projektiv kettdsviszony azonossdga)

Adott a k korén az A, B, C, D és a P. Mutassuk meg, hogy a PA = a, PB = b, PC =
= ¢, PD = d sugéarnégyes (abcd) kettOsviszonya egyenl$ az A, B, C', D pontnégyes, mint négy
komplex szdm, kettOsviszonyaval (lasd a 3.3. feladatot)!

5.4. A k kort érintik az a, b, ¢, d, p, q egyenesek. Jeldlje p egyenesnek az a, b, ¢, d egyenesekkel
valé metszéspontjait rendre A, B, C', D. Jeldlje q egyenesnek az a, b, ¢, d egyenesekkel vald
metszéspontjait rendre A’, B, C', D’ (14sd az 1. 4brat). Igazoljuk, hogy (ABCD) = (A’B'C'D’).

“AB (C D .-
Ml § . o
&
& 0 h L’
.

. A/

5.4.1. abra.

5.5. (Steiner-tengely)

Adott a k kor hat pontja: A, B, C és A’, B', C'. Az A, B, C pontok kiilonboznek egyméstol
és A’, B, C' is harom kiilonboz6 pont.

a) Mutassuk meg, hogy a k kornek legfeljebb egy olyan 6nmagara valé kettésviszonytartd
leképezése van, amelynél A, B és C képei rendre A’, B’ és C"!

b) Mutassuk meg, hogy van ilyen énmagéra val6 leképezése a kornek!

c) Az 1. dbrén M és N az

B =AB'NAB, v=AC"NAC

pontokon 4t hizott S egyenes és a k kor metszéspontjai. Mutassuk meg, hogy M és N az a)-b)
feladatrészek szerint egyértelmiien létezd transzformécié fixpontjai!

5.4. Harmonikus elvalasztas

5.1. (Specidlis elrendezések)
a) Mennyi lehet a szdmegyenes A, B, C, D pontjainak kett&sviszonya, ha a pontok 24 per-

b) A komplex szdamsikon komplex kett&sviszonnyal szdmolva kaphatunk-e az a) részben feltett

kérdésre mas értéket is?

5.2. Adott egy egyenesen négy pont A, B, C, D. Lehetséges-e, hogy (ABCD) = (ABDC)?
Mekkora lehet (ABC D) értéke? Ilyen helyzetben azt is mondhatjuk, hogy A és B-re vonatkozdan
C harmonikus tarsa D.
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5 fejezet. Projektiv geometria 5.4. Harmonikus elvdlasztds

N
.
.
N
-~
\

5.5.1. abra.

5.3. Igazoljuk, hogy ha A és B-re vonatkozdéan C' és D harmonikus tarsak, akkor C' és D-re
vonatkozoéan A és B is harmonikus tarsak.

5.4. Adott egy egyenesen harom pont A, B, C. Szerkessziik meg az egyenesen D-t Ugy, hogy
(ABCD) értéke —1 legyen. Ez a szerkesztés elvégezhet6 csak vonalzéval is. Hogyan?

5.5. Egy sugdrsor négy eleme a, b, ¢, d. (abed) értéke —1. Hogyan helyezkedik el
a) d, ha c az a és b egyik szogfelezbje?
b) ¢ és d, ha a és b merdSlegesek ?

5.6. Az ABC héromszog AB, BC és C'A oldalain vannak rendre a C’, A’, B’ pontok. Az AA’,
BB', CC’ egyenesek egy sugarsorhoz tartoznak. Az A’ B’ egyenes D-ben metszi az AB egyenest.
Igazoljuk, hogy (ABC'D) értéke —1.

5.7. Jelolje az ABC D trapéz AC, BD atloinak metszéspontjat U, az AD, BC szarak meghossz-
abbitasanak metszépontjat V', az AB, C'D alapok felezOpontjait F' és G. Mutassuk meg, hogy
a) az U, V| F,G pontok egy egyenesen vannak;
b) (UVFG) = —1.

5.8. A k korhoz a D kiils6é pontbdl érintéket hizunk. Az érintési pontok S és T. Egy D-n
athaladé szel6 A és B pontokban metszi k-t C-ben pedig ST-t. Igazoljuk, hogy (ABC D) értéke
—1.

5.9. Tekintsiik a k kort és a rd nem illeszkedé O pontot. Az O pontbdl a kort 6nmagara veti-
thetjiik, azaz tekintjik azt a ¢ : k — k leképezést, amelyre p(P) az OP egyenes és a k kor
P-t6] kiilonb6zé metszéspontja, illetve ¢(P) = P, ha OP érinti k-t (lasd az 1. dbrat).

a) Mutassuk meg, hogy ¢ kettdsviszonytart6 leképezés!

b) Mutassuk meg, hogy ha ¢ a k kornek énmagéra val6 kettOsviszonytarté leképezése, ame-
lynek a négyzete az identitas (azaz P € k esetén ¢ (p(P)) = P, tehét ¢ involicic), akkor 1étezik
olyan O pont a sikon, amely barmely P € k pont esetén illeszkedik a P, ¢(P) pontok 6sszekotd
egyenesére, illetve a k kor P-beli érintéjére, ha P = o(P).
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5.5. Kupszeletek, kor vetitése 5 fejezet. Projektiv geometria

/ A B/ A
D B \ o
c AN
N
Cl
C’ D
A / ’
B D’

5.9.1. abra.

5.5. Kupszeletek, kor vetitése

5.1. (MS) [17] (Kupszeletek a pergéi Apolloniosz ,Konika” cimi kényvsorozatabol)

Ha adott valamely X sikban egy k kor és a X sikon kiviil a térben egy A pont, akkor az A pontot
tartalmazo és k egy-egy pontjan dtmend egyenesek unidjaként 1étrejove ponthalmazt korkupnak
nevezzik. A k kor a kup vezérkére az A pont pedig a kip csidcsa. A korkap egyenes kérkip
vagy forgdaskip, ha a kup A cstcsa illeszkedik a k kor forgastengelyére, a ¥ sikra meréleges, k
kozéppontjan athaladd egyenesre. Ellenkezd esetben a kup ferde.

Mutassuk meg, hogy a korkup A csicsat nem tartalmazo sikmetszete kor, ellipszis, hiperbola
vagy parabola.

5.2. (M) (Kilonbozé kirmetszetek)

a) Mutassuk meg, hogy a ferde kérkipnak van olyan a vezérkor sikjaval nem parhuzamos
sfkmeteszete, ami kor!

b) Igazoljuk, hogy ha a korkupnak két nem péarhuzamos sikban talalhaté sikmetszete kor,
akkor ez a két kor egy gébmbon van!

5.3. (MS) (Kor vetitése korbe I., eqgyenes a végtelenbe)

Adott egy ¥ sik k kore és egy attol diszjunkt ¢ egyenese.

a) Mutassuk meg, hogy van olyan A pont a térben, amelyre az A cstcsi, k vezérkorii kipnak
az A pont és a t egyenes 14 sikjaval parhuzamos sikmetszetei korok.

b) Hatarozzuk meg az ilyen tulajdonsagi A pontok halmazat a térben!

c) Mutassuk meg, hogy a ¥ sik atvetithet$ egy masik sikba ugy, hogy k képe kor legyen, és ¢
az 1j sik idedlis egyenesébe képzddjon!

5.4. (Kor vetitése korbe II., pont a kézéppontba)
Adott egy X sik k kore és a k kor egy P bels6 pontja. Mutassuk meg, hogy a X sik atvetithetd
egy masik sikba gy, hogy k képe kor legyen, P képe a k képének kiézéppontja legyen!

5.5. (Kor kozéppontja csak vonalzdval nem szerkeszthetd)
Adott a sikban egy korvonal. Igazoljuk, hogy euklideszi szerkesztési médszerekkel, de korzo
hasznalata nélkiil nem szerkesztheté meg a kor kdzéppontja!

5.6. Vetitések és a kettOsviszony alkalmazasa

5.1. (M) (A teljes négyoldal tétele)
Négy egyenesrdl, amelyek koziil semelyik hdrom sem megy at ugyanazon a ponton, azt mond-
juk, hogy teljes négyoldalt alkot. A négy egyenes metszéspontjai, dsszesen hat pont, a négyoldal
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5 fejezet. Projektiv geometria 5.6. Vetitések és a kettosviszony alkalmazdsa

csucspontjai. A csicspontokat egymaéassal 0sszekdtve harom 1j egyenest kapunk, ezek a négy-
oldal dtldi. Az atlokon két-két csicspont talalhatd és az eredeti oldalak még két-két pontot, a
négyoldal dtlospontjait metszenek ki az atlokbol. Mutassuk meg, hogy a teljes négyoldal &tléin
a cstcsok az atléspontokat harmonikusan vélasztjak el!

Tehat ha eq, e, €3, e4 egyenesek és e; Ne; = P,

PioP3y N PiyPo3 =U, ¢és PiaPayNPi3Py =V = (P12 P3,UV) = (—1).

5.2. (A teljes négyszag tétele)
Négy pontrél, amelyek koziil semelyik harom sincs egy egyenesen, azt mondjuk, hogy teljes
négyszoget alkot. Mutassuk meg, hogy ha az F;, Fo, E3, F4 pontok teljes négyszoget alkotnak

és EiEj = pij, (P12 N p3a)(p1a Npag) = v, és (p12 Np3a) (P13 Np2a) = v. akkor (piapssuv) = (—1).

5.3. (MS) Tekintsiik az e egyenest, rajta az A, B pontokat, egy e-t6l kiillonb6z6 f egyenest
és egy O pontot, amely e-re és f-re sem illeszkedik. Vetitsiik 4t e-t f-re Oj-en &t, legyen A
és B képe A’ és B’. Tekintsiik az A'B, B’ A egyenesek Oy metszésponjat és vetitsiik vissza f-et
e-re O9-n 4t (lasd az 1. dbrat). A két vetités m komporzicidja az e egyenest énmagédra képezi.
Mutassuk meg, hogy ha P az e tetsz6leges pontja, akkor m(mw(P)) = P.

5.3.1. abra.

5.4. (MS) Vetitések egy ¢ kompozicidja az e egyenest tnmagara képezi és az A € e pontra
d(A) # A, de ¢(p(A)) = A. mutassuk meg, hogy az e egyenes tetszéleges X pontjara ¢(¢(X)) =
=X.

5.5. (MS) [17] (Desarqgues II. tétele)

Adott az a egyenes és rajta 6t kilonb6z6 pont: Ajg, Ays, A1g, Ass, A2g (az egyik, barmelyik,
lehet idedlis is).

a) Szerkessziink a sikon négy pontot, Pj-et, Py-t, Ps-at, Pj-et, Ggy hogy a kozottiikk futd
egyenesek a-bdl az adott pontokat messék ki: a N PPy = a1, a NP1 Py = a13, a NP1 Py = ay,
aNPyP3 = as3, aN PoPy = agy.

b) Mutassuk meg, hogy a P; P>P3P; négyszog sokféleképpen felvehet$ az a) feladatrésznek
megfeleléen, pl P, és P» tetszblegesen elore felvehetd, csak arra kell igyelni, hogy ne essenek
egybe, egyik se illeszkedjen a-ra, de a P; P, egyenes dtmenjen Ajs-n.

c) Bizonyitsuk be, hogy az Ajs, Ay3, A1a, As3, A9y pontok meghatarozzék az Asy pontot,
tehat a b), c) feladatrészekben kapott barmelyik P; P» P3Py négyszognél az aN P3Py pont mindig
ugyanaz a pont (lasd az 1. dbrat) vagy P3P, mindig parhuzamos a-val.

5.6. (M) [17] (Papposz feladata)
Adott az a egyenes és rajta harom kiilonb6z6 pont: Ajs, Ais, Agz valamint két egyenes aq4 és

asy.

AR



5.6. Vetitések és a kettosviszony alkalmazdsa 5 fejezet. Projektiv geometria

5.5.1. abra.

a) Mutassuk meg, hogy végtelen sokféleképpen megvalaszthatok a sik Py, P, P3, Py pontjai
gy, hogy teljestiljenek az alabbi feltételek:

PPy = ayq, PPy = ayy, Ai; € PP; (1<i<j<4). (1)
b) Mutassuk meg, hogy a)-ban a lehetséges P3 pontok egy egyenesen helyezkednek el!

5.7. (MS) (Desargues I. tétele)

Azt mondjuk, hogy az A1 B1C és az As BoCy haromszog pontra nézve perspektiv, ha az Ay As,
BBy, C1C5 egyenesek egy ponton mennek &t.

Azt mondjuk, hogy az A1B1Cy, AsB2Cs haromszogek egyenesre mézve perspektivek, ha az
A1B1 N AsBs, B1C1 N BaCy, C1 A1 N CyAs pontok egyenesre illeszkednek (1dsd az 1. abrét).

5.7.1. abra.

Mutassuk meg, hogy két hidromszog pontosan akkor perspektiv pontra nézve, ha perspektiv
egyenesre nézve!

5.8. (S)
Adott harom egyenes, a, b és ¢, melyek egy kézos O ponton mennek &t. Adott még hiarom
pont is: «, B és «y. Szerkesztendé ABC haromszog, melynek A, B, C csucsai rendre illeszkednek
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5 fejezet. Projektiv geometria 5.6. Vetitések és a kettosviszony alkalmazdsa

az a, b, ¢ egyenesekre, mig az «, (3, v pontok rendre illeszkednek a haromszég BC, C'A, AB
oldalegyeneseire.

5.8.1. abra.

5.9. (M) (MEMO 2008)

Az ABC egyenl6 szari haromszogben AC' = BC. A haromszog beirt kore az AB oldalt D-
ben, BC-t E-ben érinti. Egy AFE-t6] kiillonbozé, de A-n dtmend egyenes a beirt kort az F, G
pontokban metszi. Az AB egyenes EF-et és EG-t rendre K-ban és L-ben metszi. Igazoljuk,
hogy DK = DL.

5.10. (Pillangd tétel)

Egy kor AB hurjanak felez6pontja F. Az egyik AB iven van két tovabbi pont C és D. A CF
és DF egyenesek masodik metszéspontja a korrel rendre F és G. DFE és GC hurok az AB hurt
rendre X és Y-ban metszik. Igazoljuk, hogy X F = Y F' (lasd az 1. abrat).

D

B
C

G
5.10.1. abra.

5.11. (Pascal tétel)
Egy kor hat pontja Ay, As, Az, A4, As, Ag. Igazoljuk, hogy az
A1As N AyAs, Ay A3 N AsAg, A3AyL N AgAy
metszéspontok egy egyenesen vannak (ldsd az 1. 4brét)!

5.12. (Pappos-Pascal tétel)
Adott a sikon két egyenes a és b. Az a egyenes harom pontja Ay, As, A3, a b egyenes harom
pontja By, Be, Bs. Igazoljuk, hogy az

Ci2 = A1Ba N Ay By, Co3 = A2 B3 N A3By, C31 = A3B1 N A1 B3

metszéspontok egy egyenesen vannak(lasd az 1. dbrat)!
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5.7. Polaritds 5 fejezet. Projektiv geometria

AgsAs N AsAg

AsAy O AgA, 2430454

Ay
5.11.1. abra.
As
Ao
Ay
12 23
B By B

5.12.1. abra.

5.7. Polaritas

5.1. Adjunk meg a valés projektiv sik pontjai és egyenesei kozotti olyan bijekciét, amelynél egy
pont és egy egyenes pontosan akkor illeszkedik egymasra, ha bijektiv megfelel&ik illeszkednek
egymaésra!

5.2. Adott az e és f egyenes valamint a rdjuk nem illeszkedé P pont. Jelolje a P-n atmend p
egyenesen a pMe, pN f metszéspontokat F és F', és legyen P harmonikus tarsa az F, F' parra
H. Hatarozzuk meg a H pontok mértani helyét, ha p felveszi Gsszes lehetséges helyzetét!

5.3. Adott a p egyenes és a k kor. Legyen P a p egyenes tetszdleges, de k kiilsejében elhelyezkedd
pontja, és jelolje a P-bdl a k-hoz hazott érinték érintési pontjat Up és Vp. Vizsgéljuk az UpVp
egyenesek rendszerét, ha P befutja a p egyenest!

5.4. Adott a k kor és a ra nem illeszkedé P pont. Legyen p tetszOleges egyenes P-n at, amely az
Up, V, pontokban metszi k-t és legyen k-nak az Up, V), pontokban hizott érintéinek metszéspontja
H. Hatarozzuk meg a H pontok mértani helyét, ha p felveszi Gsszes lehetséges helyzetét!

5.5. Adott a k kor (nemelfajulé kupszelet) és a rd nem illeszkedé P pont. Jelolje a P-n d&tmend p
egyenes és k metszéspontjait E és F, és legyen P harmonikus tarsa az E, F' parra H. Hatarozzuk
meg a H pontok mértani helyét, ha p felveszi Osszes lehetséges helyzetét!
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5 fejezet. Projektiv geometria 5.8. Véges strukturdk

5.6. Bergengocidban az wu(uq;ug;us), v(vy;ve;v3) vektorok szorzatanak a
< U,V > M = ULV F UgU2 — U3V3

valés értéki kifejezést tekintik.

Igaz-e, hogy az < u,v > s szorzat

a) kommutativ?

b) asszociativ?

c) a vektorosszeadassal disztributiv < w,v +w > pr =< w,v > p+ < w,w > p?

d) a skaldrral val6 szorzassal felcserélheté < u, \v >y = A < w,v > p7?

e) Melyek azok a vektorok, amelyek 6nmagukra merdlegesek, azaz < u,u > pr =07

f) Hogy helyezkednek el egy adott vektorra merdleges vektorok, azaz adott v esetén hol
helyezdkednek el azok az u vektorok, melyekre < w,v > 5y = 07

g) Igaz-e a paralelogramma tétel:

<u+vutv>y+F<u—v,u—v>py=2<uu>py+2<u,u>p?

5.8. Véges strukturak

5.1. (S) [1]

A salakmotor-versenyek kedveldi jol tudjak, hogy ha egy palyan egyszerre 4 versenyzo6 fér el,
és Osszesen 16 versenyzo akarja Osszemérni az erejét egymaéssal, akkor ,szerencsére” éppen be
lehet ket osztani négyes futamokba gy, hogy mindenki mindenkivel egyszer taldlkozzon.

Prébéljunk meg elkésziteni ilyen futam-beosztast!

5.2. (M) [11] Egy varos autobuszjaratairdl a kovetkezéket tudjuk:
— Mindegyik jaraton 3 megalld van.
— Mindegyik jaratrél at lehet szallni barmelyik masikra, de csak egy megallénal.
— Béarmelyik megallébdl eljuthatunk barmelyik mésik megalloba, de csak egy jarattal.

Héany autébuszjarat van ebben a varosban?

5.3. (M)

a)[l] Vélasszunk ki minél t6bbet egy szabdlyos 13-sz6g csucsai koziil ugy, hogy a kozottik
fellép6 tavolsdgok mind kilonbozéek legyenek (teljesen szabélytalan részsokszog)!

b) Kivélaszthaté-e a szabédlyos 13 cstcsai koziill harom-harom, hogy az igy ad6dé két hérom-
sz0g Osszesen hat oldala mind kiilénb6z6 hosszisagi legyen ?

5.4. (Véges affin sik)

A (H,€&) part, ahol H tetsz6leges halmaz és € a H részhalmazainak egy rendszere, affin siknak
nevezziik, ha teljesiilnek az aldbbi axiémak (H elemeit pontoknak, a pontok E£-ben taldlhat6
részhalmazait egyeneseknek nevezziik, két egyenest pdrhuzamosnak neveziink, ha nincs koézos
pontjuk):

A1l: Barmely két ponthoz pontosan egy olyan egyenes taldlhatd, amelyben mindkét pont
benne van;

A2: Barmely ponton &4t barmely azt nem tartalmazo egyeneshez pontosan egy vele parhuzamos
egyenes huzhato;

A3: Van hirom nem egy egyenesen lévé pont.

Tegytik fel, hogy (H, &) affin sik és van olyan egyenese, amelyen véges sok, n, pont van.

a) Mutassuk meg, hogy minden egyenese n pont van!

b) Hény egyenes megy at egy ponton?

c) Hatdrozzuk meg a pontok és az egyenesek szamat!
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5.9. Vegyes feladatok 5 fejezet. Projektiv geometria

5.5. (Véges projektiv sik)

A (H,E) part, ahol H tetszbleges halmaz és £ a H részhalmazainak egy rendszere, projek-
tiv stknak nevezziik, ha teljesiilnek az aldbbi axiémék (H elemeit pontoknak, a pontok E-ben
talalhaté részhalmazait egyeneseknek nevezzik):

P1: Barmely két ponthoz pontosan egy olyan egyenes taldlhatd, amelyben mindkét pont benne
van;

P2: Barmely két egyenesnek pontosan egy kézos pontja van.

P3: Barmely egyenesnek legalabb harom pontja van;

P4: Barmely pontot legalabb hirom egyenes tartalmaz.

Tegytik fel, hogy (H, &) projektiv sik és van olyan egyenese, amelyen véges sok pont, (n + 1)
pont van.

a) Mutassuk meg, hogy minden egyenesen (n + 1) pont van és minden ponton at (n + 1)
egyenes halad.

b) Hatérozzuk meg a pontok és az egyenesek szamat!

5.6. (M) (Blokkrendszer)

Egy (v, k, A)-blokkrendszer egy V' alaphalmazbdl (elemei a pontok) és annak részhalmazainak
egy B részhalmazabdl (elemei a blokkok) all6 (V, B) halmazrendszer, ha

VBL1. |V| =,

VB2. Minden blokk £ elemii,

VB3. minden két kiilonb6z6 pontbdl allé par pontosan A blokkban van egyszerre benne.

a) Fejezziik ki v, k és \ segitségével a blokkok |B| = b szamét!

b) Fejezziik ki v, k és X segitségével egy adott pontot tartalmazé blokkok r szamat! (Ez miért
fiiggetlen a ponttél?)

c) Mutassuk meg, hogy ha létezik (n? +n + 1,n + 1,1) blokkrendszer (n > 2), akkor az
projektiv sik!

d) Mutassuk meg, hogy ha létezik (v, k, 1) blokkrendszer (v > k > 3), akkor v > k? — k + 1
és egyenlOség esetén a blokkrendszer projektiv sik!

e) Igaz-e, hogy ha létezik (n? n, 1) blokkrendszer (n > 2), akkor az affin sik?

f) Prébaljuk meg eldonteni, hogy mely 2 < k < v < 31 esetén van (v, k, 1) blokkrendszer!

5.7. Mutassuk meg, hogy léteznek olyan (13,3,1) blokkrendszerek (lasd az 5.6. feladatot),
amelyek egymadssal nem izomorfak (tehat az alaphalmaznak nincs olyan bijektiv leképezése on-
magara, amely az egyik blokkrendszert a masikba viszi).

5.8. Mutassuk meg, hogy pontosan akkor van (v, 3,1) blokkrendszer (lasd az 5.6. feladatot), ha
v=1 (mod 6) vagy v=3 (mod 6).

5.9. Vegyes feladatok

5.1. ABCD konvex négyszog. Az A csticson 4t parhuzamost hizunk BD-vel, ez lesz az e
egyenes. A B csucson at parhuzamost htzunk AC-vel, ez lesz az f egyenes. Legyen e és f
metszéspontja F. Igazoljuk, hogy FC ugyanolyan ardnyban osztja BD-t, mint ED AC-t.

5.2. Egy korhoz a kiilsé A pontbdl érintéket hizunk, az érintési pontok B és C. A B ponton
keresztiil parhuzamost hizunk AC-vel, ez D-ben metszi a kért. DA a kért E-ben metszi. BE
és AC' metszéspontja F'. Mutassuk meg, hogy F' felezi AC-t.

5.3. Az ABCD trapéz parhuzamos oldalai AB és CD, AC = BC'. AB felez6pontja F. Az F-en
at hizott egyenes AD-t P-ben a DB &atlé B-n tali meghosszabbitdsat (Q-ban metszi. Igazoljuk,
ACP/ =QCB/.
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5 fejezet. Projektiv geometria 5.9. Vegyes feladatok

5.4. Az ABC haromszogben AB = AC. A haromszog oldalaira kifele rajzoljuk az azonos
koriiljarasi, egymdshoz hasonlé ABC’, BCA', CAB’ hiromszogeket. AB : BC : CA = AC' :
: BA" : CB' = BC' : CA’ : AB'. Bizonyitsuk be, hogy AA’, BC' és C'B’ egy ponton mennek
at.

5.5. Az ABC haromszog beirt kore a megfelels oldalakat rendre az A’, B’, C’ pontokban érinti.
Az A’ pont mer6leges vetiilete a B'C’ egyenesre T. Igazoljuk, hogy BT A’/ = A'TC/ .

5.6. Az ABC haromszog szogfelezéje A’-ben metszi a BC oldalt. Legyen X egy tetszéleges belsd
pontja az AA’ szakasznak. BXNAC =B ,CXNAB=C",AB'NnCC'"=P,AC'NnBB' =Q
. Igazoljuk, hogy PAC/ = QAB/

5.7. [18] A sikbeli konfigurdcio olyan p szamui pont és g szamu egyenes rendszere, amelyek egy
sikban fekszenek oly médon, hogy a rendszer barmely pontja a rendszernek v szamu egyenesére
illeszkedik és ugyanigy a rendszer barmely egyenese a rendszer m szamu pontjan megy at. Az
ilyen konfiguraciot a (p,g-) jellel jeloljiik.
a) Mutassuk meg, hogy minden konfigurdciéra érvényes a py = gm Osszefiiggés!
A (pyp-) konfiguraciot a (p) jellel réviditjiik.Az alabbi konfigurdcik koziil melyek léteznek?
b) (32); c) (6243); d) (72); e) (73); f) (83);
g) (93).

5.8. Adott a (projektiv) térben az egymadssal paronként kitér6 e;, es és es egyenes.
a) Van-e a tér minden pontjan it olyan egyenes, amely mind a harom adott egyenest metszi?
b) Mutassuk meg, hogy az ej, ea, e3 egyenesek barmelyikének barmelyik pontjan at pontosan
egy olyan egyenes van, amely metszi a masik két egyenest!
c) Tekintsiik azt a ¢ : eg — eg leképezést, amelynél

e(P)=Q — P(Q metszi ej-et.

Igazoljuk, hogy ¢ kettosviszonytarté bijektiv leképezés.

A tovdbbiakban b) pontban szerkesztett Osszes egyenes altal surolt F feliiletet vizsgaljuk.
d) Legyenek f, g h és j olyan egyenesek, amelyek az eq, ea, e3 egyenesek mindegyikét metszik,
a megfelel§ metszéspontokat jeldlje Fy, Fo, F3, G1, Go, Gs és Hy, Hs, Hs illetve Jy, Jo, J3.
Mutassuk meg, hogy
(F1G1H1J1) = (FQGQHQJQ) = (F3G3H3J3).

e) Legyen \ tetszéleges valos szam és jelolje Fy, Gy, Hy az f, g, illetve h egyenesnek azt a
pontjat, amelyre
(FlFQFgF,\) = (GlGQGgG)\) = (H1H2H3H,\) =\

Igazoljuk, hogy a F)\, Gy, H) egy egyenesre illeszkednek.

f) Mutassuk meg, hogy F béarmely pontjin két olyan egyenes halad at, amelynek minden
pontja F-hez tartozik és a F-hez tartozd egyenesek két csoportba oszthatok tgy, hogy két
egyenes pontosan akkormesse egymast, ha kiilonb6z6 csoportba tartoznak.
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6. FEJEZET
A gomb geometriaja

Ehhez a fejezethez Bartha Zsolt didk készitett megoldéasokat.

6.1. (MS) Bizonyitsuk be, hogy barmely gémbharomszogben a szokésos jelolések mellett tel-
jesiil a kovetkez6 Osszefiiggés (gombi szinusztétel):

sina :sinb : sinc=sinq : sin 5 : sin~y.

6.2. (MS) Bizonyitsuk be, hogy barmely gémbharomszogben a szokésos jelolések mellett tel-
jesiil a kovetkez6 Osszefiiggés (gémbi koszinusztétel az oldalakra):

cos a = cos bcos ¢ + sin bsin ccos a.

6.3. (MS) a) Bizonyitsuk be, hogy a gémbhéromszogekre teljesiil a hdromszog-egyenlétlenség.
b) Bizonyitsuk be, hogy egy gémbharomszog kertilete kisebb, mint egy f6kor hossza (27).

6.4. (M) Bizonyitsuk be, hogy egy gémbhéaromszog polédris gdmbharomszogének polaris gémb-
haromszoge az eredeti gdbmbharomszog.

6.5. (MS) Mutassuk meg, hogy egy goémbharomszog polaris gombharomszogének oldalai az
eredeti gdbmbharomszog megfelel6 szbgeit m-re egészitik ki. Igaz-e, hogy a polaris gdmbharomszog
szOgeit az eredeti gombharomszog megfeleld oldalaival 6sszeadva szintén -t kapunk?

6.6. (MS) Bizonyitsuk be, hogy barmely gémbharomszogben a szokésos jelolések mellett tel-
jesiil a kovetkez6 Osszefiiggés (gémbi koszinusztétel a szogekre):

cos @ = — cos 3 cosy + sin [ sin y cos a.

6.7. (MS) Szamitsuk ki Budapest és New York tavolsagat a Fold felszinén mérve! A két varos
foldrajzi koordinatai:

Budapest: északi szélesség 47,5°, keleti hossztsag 19°,

New York: északi szélesség 41°, nyugati hosszisag 74°.

A Fold sugara: 6378 km. (A Foldet tekintsiik tokéletes gombnek.)

6.8. (MS) Egy repild elindul Oslobdl (északi szélesség 60°, keleti hosszisag 11°) nyugati irdny-
ban. Végig egyenesen (vagyis a Fold egy fékore mentén) halad, majd az Egyenlitot elérve leszall.
Melyik varosban ér foldet?

6.9. (MS) Milyen irdnyban kell elindulnia egy repiilének Budapestrol (északi szélesség 47,5°,
keleti hosszisag 19°) London (északi szélesség 51,5°, hossziisdg 0°) felé? Feltételezziik, hogy a
repiilé végig egyenesen (a Fold egy f6kore mentén) halad.

6.10. (MS) Bizonyitsuk be, hogy minden gémbharomszogben a stlyvonalak egy pontban met-
szik egymast.

6.11. (MS) a) Mekkora az a szogli gombkétszog teriilete?
b) Egy gombharomszog szogei a, § és . Mekkora a teriilete? (Egységsugari gémbbel dolgo-
zunk, melynek felszine 47.)

6.12. (MS) Adottak a gombon az A és a B (nem atellenes) pontok. Mi azon C' pontok mértani
helye a gombfeliileten, amelyekre az ABC gébmbharomszog teriilete alland6?
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6 fejezet. A gomb geometriaja
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7. FEJEZET
A hiperbolikus sik Poincaré-modellje

Tekintsiink egy K kort. Modelliink pontjai e korlap belsé pontjai (ezek nevezziik ezentil a hiper-
bolikus sik pontjainak). Modellink egyenesei (a hiperbolikus egyenesek) a K korre merdleges
korok és egyeneseknek a korlapon beliili részei. A hiperbolikus egyenesekre valé hiperbolikus
tengelyes tiikrozések a hiperbolikus egyenesnek megfelelé korre (egyenesre) vonatkozé inverzi6
(ill. szokésos tengelyes tiikrozés).

7.1. (MS) Mutassuk meg, hogy a hiperbolikus tiikrézés valéban énmagéra képezi a modell
ponthalmazat!

7.2. (MS) Mutassuk meg, hogy barmely két hiperbolikus ponton &t pontosan egy hiperbolikus
egyenes hiizhaté. Adjunk szerkesztési eljarast is! Igazoljuk az allitast arra az esetre is, amikor a
két pont barmelyike, akdr mind a kett6, K hatarvonalan van!

7.3. (MS) Mutassuk meg, hogy barmely ponton &t, barmely azt nem tartalmazé egyeneshez
tobb (a hiperbolikus sikon) diszjunkt hiperbolikus egyenes is hiizhaté! Mutassuk meg, hogy
mindig két ,elpattand” hiperbolikus egyenes van, azaz olyan hiperbolikus egyenes, amely dtmegy
az adott ponton és csak K hatdrvonaldn van kozos pontja az adott hiperbolikus egyenessel!

7.4. (MS) Adott két kozos pont nélkiili hiperbolikus egyenes. Szerkessziink olyan hiperbolikus
egyenest, amelyre val6 tengelyes titkkrozésnél mindkét adott egyenes fix (k6zos merdleges)!

7.5. (MS) Adott két hiperbolikus egyenes. Szerkessziink olyan hiperbolikus egyenest, amelyre
vonatkozé tikrozés egymésra képezi a két egyenest (szogfelezd)!

7.6. (MS) Adott két hiperbolikus pont. Szerkessziink olyan hiperbolikus egyenest, amelyre
vonatkozé hiperbolikus tiikrozés feleseréli a két pontot (felez6merdleges)!

7.7. (MS) Adott egy pont és egy hiperbolikus egyenes. Szerkessziink az adott ponton &t olyan
hiperbolikus egyenest, amelyre vonatkozé tiikkrozésre az adott egyenes fix (magassigvonal)!

7.8. (MS) Szerkessziink hiperbolikus haromszoget, amelynek szogei 60° , 45°, 45° | Parkettazzuk
ki a modell jelent6s részét ilyen haromszogekkel! Az abrat vessiik 6ssze M.C. Escher ,,Angyalok
és ordogok 117 (Kreislimit IV.) rajzaval!

7.9. (MS) Adott a K kort az A és B pontban metszd L kor, tovabba az A és B pontokon dtmend
K-ra mer6leges H kor. Mutassuk meg, hogy barmely olyan hiperbolikus tengelyes tiikrozés,
amely egymaésra képezi L két pontjit, az onmagéra képezi L-et is és H-t is (tehat L pontjainak
a H egyenestdl valo tavolsaga allando, azaz L ekvidisztans gorbe)!

7.10. (MS) Adott a K kort az A pontban beliilrél érinté L kor és legyen H tetszdleges olyan
hiperbolikus egyenes, amelynek egyik hatarpontja A. Mutassuk meg, hogy a H-ra vonatkozd
hiperbolikus tiikkrozésnél L fix (tehat L paraciklus, azaz egymashoz elpattané egyenessereg min-
den egyes elemén kijelolt egy-egy pont halmaza, amelyek az egyenessereg tagjaira vonatkozo
tiikrozésekkor egymdasba mennek &t.)

57



7 fejezet. A hiperbolikus sik Poincaré-modellje

7.11. (MS) Adott a K kor belsejében egy L kor. Mutassuk meg, hogy L belsejében van egy olyan
O pont, amelyen atmend barmely hiperbolikus egyenesre vonatkozé hiperbolikus tiikrézésnél
L o6nmagéara képzodik! Igazoljuk, hogy L barmely két pontjanak hiperbolikus felezGmerélegese
atmegy O-n! Lassuk be, hogy O a K és L korok generalta korsor pontkore! (Azaz L hiperbolikus
kor, melynek kézéppontja O)

7.12. (MS) Adott két hiperbolikus kor (a hiperbolikus koézéppontjuk nélkiil). Szerkesztendé a
hiperbolikus centralis.

7.13. (MS) Bizonyitssuk be, hogy barmely hiperbolikus haromszog oldalfelezé merdlegesei egy
ponton mennek at!

7.14. (MS) Bizonyitssuk be, hogy barmely hiperbolikus hadromszog magassagvonalai egy pon-
ton mennek at!
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8. FEJEZET
Specialis gorbék

8.1. Egy sziv titkai

8.1. Jeldlje a k, | korok metszéspontjait A és B. Forgassuk az A ponton atmené a egyenest A
koril és képezziik a k, | korokkel vett masodik metszéspontjait, a K € k, L € [ pontokat.

a) Hatarozzuk meg a k kor K-beli és az [ kor L-beli eg, e, érint6i metszéspontjanak mértani
helyét!

b) Vizsgaljuk a K LB héromszog koriilirt korét! Szerkessziink dinamikus geometriai szoftver-
rel, tegyiink megfigyelést, fogalmazzunk meg sejtést és bizonyitsuk be!
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9. FEJEZET
Vegyes feladatok

9.1. [11] Adjunk meg a sikon végtelen sok pontot gy, hogy koziilik barmely kettének a tévol-
saga (egy elére megadott egységhez viszonyitva) raciondlis legyen, és a pontok ne legyenek mind
egy egyenesen! Megadhaték-e a pontok gy hogy ne legyen olyan egyenes, amelyik koziiliik
harmon megy at?

9.2. (MS) Az aldbbiakban kxy z-vel jeloljiik az X, Y, Z pontokon dtmend kort.

Legyen adva a sikon négy tetsz6leges pont, A, B, C' és D. Ha P olyan pont, amelyre a kapp,
kcpp korok érintik egymést és a kapp, kpop korok P-n kiviil még P’-ben metszik egymaést,
akkor kagp: és kcppr érintik egymast.

9.2.1. abra.

9.3. (M) Nemzetkozi Didkolimpia 2012/5

Legyen az ABC haromszogben BC A/ = 90°, és legyen D a C-bél indulé magasséag talppontja.
Legyen X a CD szakasz bels6é pontja. Legyen K az AX szakasznak az a pontja, amire BK =
= BC. Hasonlban, legyen L a BX szakasznak az a pontja, amire AL = AC. Legyen M az AL
és BK egyenesek metszéspontja. Bizonyitsuk be, hogy MK = M L.

9.4. (M) [3] Casey szerint Hart megkozelitése Malfatti tételéhez

Adott harom irdnyitott kor: ki, ko, k3. Az e3, f3 irdnyitott egyenesek ki-et érintik, ko-t
antiérintik. Az es, fo egyenesek ks-at érintik, ki-et antiérintik, mig e; és fi érintik ko-t, mig
ks-at antiérintik. Mutassuk meg, hogy e, es és e3 pontosan akkor mennek at egy kozos ponton,
ha f1, fo és f3 atmennek egy kozos ponton.

9.5. (M) Tekintsiik az ABC'D érinténégyszoget, és annak A cstiicsidn 4t az e egyenest, mely a
BC oldalt M-ben, a C'D oldal meghosszabbitasat pedig N-ben metszi. Jelolje az ABM, MCN,
NDA haromszogek beirt korének kozésppontjat rendre Iy, Iy és I3. Mutassuk meg, hogy az
111513 haromszbg magassagpontja az e egyenesen van!

9.6. (M) Messe az ABC haromszog A cstcshoz tartozé belsé illetve kiils6 szogfelezéje a BC
oldalegyenest az A; illetve az A, pontban és tekintsiikk az A Ay szakasz k4 Thalesz korét.
Képezziik ehhez hasonléan a By, By, (1, C5 pontokat illetve azok segitségével a kg, ko koroket!
Mutassuk meg, hogy a k4, kp, ko korok (lasd az 1. abrat)

a) egymast két pontban metszik,
b) és egyméssal paronként egyenld — 60°-o0s — szoget zdrnak be.
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9 fejezet. Vegyes feladatok

9.6.1. abra.

9.7. [12] Adott az y = kx? parabola. Hatdrozzuk meg az 22 — 2px + 3% — 2qy = 0 egyenletii
kor kozéppontjit gy, hogy az adott paraboldval valé metszéspontjainak abszcisszai az x> +
+ ax + b = 0 egyenlet gyokeit adjék. (Az egyik metszéspont mindig az origd, a masik harmat
keressiik.)
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Segitség, itmutatas

1. Geometriai szerkeszthetoség

1.1. a) Az allitas igaz, de kozvetlen belatasa faradsagosabb, mint egyszeriibb leirdst keresni.
b) Ehhez hasznéljuk a ,,gyoktelenitést"!

1.3. a) A kérdés az, hogy van-e olyan raciondlis a és b, amelyre v/5 = a + bv/2. Emeljiink
négyzetre, majd hasznéljuk, hogy v/2, V/5 és \/g irracionalis.

b) Van ilyen u szam.

c) A szamtest tartalmazza az Osszes a + by/2 + cy/3 alaki szdmot, ahol a,b, ¢ racionlis.
Bizonyitsuk be, hogy a szdmtestben szintén szereplé /6 nem all eld ilyen alakban. Ezutdn
bizonyitsuk be, hogy az a + bv/2 + cv/3 + dv/6 alaki szamok mar szamtestet alkotnak.

1.4. Legyen a masodfoku bévités Q(t), ahol t = g és p, q pozitiv egészek. Lassuk be, hogy

Q(t) = Q(/pq). Ezutan irjuk fel pg = m?n alakban, ahol m egész, n négyzetmentes. (Ez a
felirds egyértelmfi.) Mivel v/t nem racionélis, igy \/pg sem, tehat n nagyobb egynél. Bizonyitsuk

be, hogy Q(y/pq) = Q(v/n).

1.1. A feladat nem mond mést, mint hogy ha az u szdm a Q(v/2,1/3) szémtestben van, akkor
a reciproka is.

De az allités beldthaté ,kézimunkaval is: u = a + bv/2 + (¢ + dv/2)V/3, gy az a + bv/2 — (c +
+ dv/2)V/3 szammal szorozva (a + by/2)? — 3(c 4 dv/2)? szamot kapjuk, ami mér s + ¢1/2 alaki,
tehat gyoktelenithetd.

1.2. a) Két lépésben gyoktelenithetd; az els§ 1lépésben elérhetd, hogy csak egy négyzetgyok
maradjon.

b) Az els6 1épésben elérhetd, hogy csak két négyzetgyok maradjon (és egy egész szam), innen
a) szerint haladhatunk.

1.3. a) Vegyiik észre, hogy a nevez6 av/2 + bv/6 + ¢/7 alakban irhaté alkalmas a, b, ¢ racionélis
szamokkal.

b) Ez a nevezd a + by/3 + d/7 + /21 alakban frhaté. Ezt gyoktelenithetjiik az 1.2 feladat b)
részéhez hasonlé moédon.

c¢) Itt mar nem tudunk gy 6sszevonni, mint b)-ben, tehét tobb ,tényleges" négyzetgyok van,
mint eddig. Figyeljik meg, milyen szamtestbdl valdé a nevezo és irjuk at ilyen alakba:

(14+2vV3+4V5) + (5 +3v3 — 2v5)V7)

Mivel segit ez a megfigyelés és ez a feliras?
1.4. Ttt ismét az segit, ha kovetjiik, hogy milyen testbévitésbol valéd a nevezo.

1.5. A feladat azt mondja ki, hogy ha egy szdm két olyan szam hényadosa, amelyek elemei egy
Q-bdl véges sok bévitéssel elGallithatd szamtestnek, akkor maga a szam is ebbdl a bHovitett
szamtestbol valé. Ez pedig egyszerli kovetkezménye a szamtest fogalmanak. Az eddigi feladatok-
ban ezt ,kézimunkaval" konkrét példakon ,ellenériztiik".
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Segitség, utmutatas 1. Geometriai szerkeszthetdség

1.2. Nyilvan elég belatnunk, hogy van akarmilyen kis, pozitiv a + bv/2 alakd szém, ahol a és b
egész.

Itt az az észrevétel segit, hogy /2 — 1 egynél kisebb pozitiv szdm, tehit (pozitiv egész kitevos)
hatvanyai tetszolegesen kis pozitiv értéket felvesznek.

Megjegyzés: barmilyen ¢ egész szamra ugyanigy igazolhaté, hogy az a + by/t alaki szamok
mindenititt stirien helyezkednek el a szdmegyenesen, feltéve, hogy ¢ nem négyzetszam.

A tétel négyzetgyok helyett barmilyen irraciondlis szamra is igaz, ennek a nevezetes tételnek
a bizonyitdsa azonban més gondolaton (a skatulyaelven) alapszik.

1.4. A megoldés kulcsa az az észrevétel, hogy az 1.3 szerint (5 + v/26)" + (5 — v/26)") egész
Szam.
Ezutdn méar csak azt kell észrevenniink, hogy /26 — 5 pozitiv, de kisebb 0,1-nél.

1.1. Két megoldasi lehetoség:
a) Hasznaljuk a gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiggést. (Miért hasznalhatjuk?)
b) Helyettesitsiik be az ismert megoldast a masodfokd polinombal!
De a feladat kijon az 1.10 feladatbdl is.

1.2. A megoldas ugyanigy miikodik, ha az egyiitthaték racionalisak.

1.8. Ugyanaz a gondolatmenet most azt adja, hogy van raciondlis gyok.

1.9. p(a+by/u) = A+ By/u, ahol A is, B is egész, p(a — by/u) = A — By\/u ugyanazzal az A-val
és B-vel. A + By/u csak gy lehet egész, ha B = 0, s ekkor p(a + by/u) = p(a — b\/u).

Ha p egyttthat6i racionalisak, akkor A és B raciondlis, de az tovdbbra is igaz, hogy ha p(a +
+ by/u racionélis, akkor p(a + by/u) = p(a — by/u).

1.10. Egy polinom értékének a kiszdmolasahoz csak alapmiveleteket kell végezni.
Val6jaban u minden, T-beli egyiitthatokkal felirt algebrai kifejezése is T'(v/t-beli, feltéve, hogy
a nevezGben all6 polinomnak nem gyoke v/%.

1.1. @ helyébe tetszoOleges szamtestet irhatunk:
Tétel. Ha egy harmadfokt raciondlis egytitthatos polinomnak nincs gyoke a T testben, akkor
T semelyik mésodfoka bévitésében sincs gyoke.

1.2. Igen.

1.4. Irjunk fel olyan egészegyiitthatés polinomot, amelynek gydke v/2-++v/3. (A negativ hosszusagu
szakaszokat is megengedjiik.)

1.5. a) Racionalis gydkok csak 1, 3, 1, 3,

ha bevezetjiikk az y = 2z valtozot.

b) Itt is érdemes bevezetni az y = 2z valtozdt.

c) Négy lehetséges raciondlis megoldés van, 1, —1
sem megoldas.

d) Ha ¢t primszéamnak valasztjuk, ardnylag kevés lehetséges megoldést kell ellenérizniink.
Szorozzuk végig az egyenletet kettével, ekkor a y = 2z valtozdt bevezetve az

cyd —y? —3cy+2=0

egyenlethez jutunk. Ha ¢ = p primszém, akkor a lehetséges megoldédsok 1,—1,1/p, —1/p,2, —
—2,2/p, —2/p. Ezeket rendre behelyettesitve a bal oldalon elég nagy p-kre nem kaphatunk nullét.

e) Ha c egész, akkor az egyenletnek csak egész megoldasa lehet, mégpedig csak olyan megoldésa,
amely osztdja c-nek. Nyilvan érdemes el6szor primszam c-vel probalkozni, mert ekkor kell a
legkevesebb lehetséges gyokot ,kiléni". S valéban, ha ¢ primszam, akkor a lehetséges megoldésok

vagy ezek ellentettje lehet. Gyorsabban jutunk célhoz,

1

' —}D. Behelyettesitéssel kijon, hogy egyik
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2. Témegkozéppont Segitség, utmutatas

c=1,—-1,¢,—c. Az x = 1 esetben a bal oldal értéke kettd, x = ¢ esetben 2¢, x = —1-re a bal
oldal értéke —2, végiil z = —c esetén —2c3, ezek egyike sem nulla.

1.1. Hasznéljuk a cos 3a-ra vonatkozé addicids tételt és azt, hogy cos60° = % Ennek alapjan
felirhaté egy harmadfokt egész egyiitthatds polinom, amelynek gyoke cos 20°, méasrészt nincsen
racionalis gyoke.

1.2. A megoldas: n = 3k, ahol k egész.
1.3. Mekkora a szabalyos kilencszog kiilsé szoge?

1.4. a) Ha a szerkesztendd szabdlyos 6tszog csuicsai rendre ABCDE, akkor példaul az ADB
hiromszog egy nevezetes haromszog.

b) A szabélyos hétszog kiils6 szoge 360° /7. Keressiink egyszerii trigonometikus ¢sszefiiggést e
sz0g felére!

c¢) Bizonyitsuk be, hogy ha a szabdlyos n-szog szerkesztésére van euklideszi eljards, akkor a
szabalyos 2n sz0g szerkesztésére is van.

1.2. Lasd az 1.1 feladat masodik és harmadik megoldasat.
1.3. Itt is érdemes az 1.1 feladat masodik megoldasanak otletére gondolnunk.

1.4. a), b), ¢): Probéljunk olyan megoldéast taldlni, amely egyszerre ,intézi el" mindharom
kérdést!
De vigyazzunk: d) esetben a hdromszog szerkeszthetd!

1.5. Az a) esetben nincs, a b) esetben van ilyen szerkesztési eljaras.

a) Most is érdemes valamilyen specidlisabb esetre megmutatni, hogy mar ott sem adhaté
altaldnos eljards. (Mint latjuk, ilyenkor kénnyebben kezelhet a feladat egy paraméterrel.) Az
egyenlOszari haromszog most nyilvan nem segit, érdemes a szoget jol valasztani.

b) Hasznaljuk ki, hogy BC és « ismeretében ismerjiik a koriilirt kor sugarat. Vegyiik fel a
kort és benne a BC' oldalt, ekkor megszerkesztheté az AD szogfelez6 egyenesének a korrel vald
masodik metszéspontja, F'. Mit tudunk mondani a DF' szakasz hosszarél?

1.6. a) visszavezethet$ az 1.5 feladat a) részére.

b) ismert szerkesztési feladat. B A szakasz és BC egyenes azonnal felvehetd, ezutan a szogfelez6
is behiizhaté és ennek alapjan a C csics is szerkeszthetd. Ha a szdg hegyessszog és a szogfelezd
nem tul hosszi, akkor 1étezik a haromszog és meg is szerkeszthetd ezzel az eljarassal.

1.7. A Xkeriileti szogek tétele szerint a feladat két része ugyanazt kérdezi. Ha az oldal- és a
szogfelez6hossz aranyat hol vaalasztjuk, akkor a feladat redukdalhaté egy olyan haromszog
megszerkesztésére, amelynek szogei 40, 60 és 80 fokosak. Ilyen haromszoget az 1.1 feladat szerint
nem tudunk szerkeszteni.

1.8. a) Egy kordbbi feladat megoldésa itt is segit.

b) A haromszog szerkeszthetd, ha az a oldallal szemkozti magassag és szogfelezd adott, akkor
szerkeszthet az ezen az oldalon fekvd két szog kiillonbsége, valamint az a szdg is, amelyet ez
az oldal és az adott stulyvonal zar be. Ezutan az a oldallal szemkozti szogre egyszerii egyenletet
nyerhetiink.

2. Tomegkozéppont

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatasokat.
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Segitség, utmutatas 3. Inverzio

3. Inverzid

3.2. Proébalkozzunk eldszor kiilsé pont képének szerkesztésével! A korzovel elég Gsszesen harom
ivet rajzolni, mar meg is van az inverz kép.

3.3. Osztas helyett tobbszorozziink! Lasd még a 3.2. feladatot.
3.4. Lasd a 3.2-3.3. feladatokat!
3.5. Lasd a 3.2-3.4. feladatokat!

3.7. c¢) Alkalmazzuk a szel6tételt (pont korre vonatkoz6 hatvanya)!
d)-e) Hasznaljuk a 3.3. feladat eredményét!

3.18. Az inverzional a hossz nem marad meg. Prébéljuk meg az inverziénél invaridns menny-
iségek nyelvén megfogalmazni az A'C’ = B'C’ 6sszefiiggést !

3.1. a) Készitsiink véazlatot az egyenesrél és a képérél. A kép kozéppontja melyik pont képe?
Szerkessziik meg el6szor azt a pontot!

b) Invertéljuk az egyeneseket korokké, azok metszéspontjat szerkesszitk meg!

c) Fogalmazzuk meg, mit jelent az, hogy ,szerkesztés” (euklideszi szerkesztés)!

3.1. Vizsgéljunk egy L félkort alkotd korre vald invertalast!

3.4. Invertaljuk az dbrat egy A kozéppontu korre!

3.5.

1. segitség, itmutatas. Oldjuk meg el6szor a 9.2. feladatot!

2. segitség, utmutatas. Alkalmazzunk A centrumi inverziét!

3.8. Alkalmazzunk inverziot, melynek centruma a két adott kor érintési pontja!
3.1. Szamoljuk le a metszéspontokat!

3.1.

1. segitség, itmutatas. Vigyazat, a tétel teljes altaldnossdgban nem igaz! Egymason kiviil
elhelyezked6 koroknél keressiink egyenlo szogeket és igazoljuk, hogy a PioPo3P3q Py négyszog
egymassal szemkozti szogeinek Gsszege egyenlo.

2. segitség, utmutatas. Alkalmazzunk Pjo centrumi inverziét!

3. segitség, itmutatas. Eldszor oldjuk meg a 3.10. feladatot!

3.5.

1. segitség, titmutatas. Invertaljuk az abrat egy A centrumi inverziéval!
2. segitség, utmutatas. Invertaljuk az abrat K-ra!

3. segitség, utmutatas. Sejtsiik meg melyik az a pont!

3.9. Lasd a 3.16-3.1. feladatokat!
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4. Komplex szdmok a geometridban Segitség, utmutatas

3.10. Két kor pontosan akkor koncentrikus, ha egynél tobb olyan egyenes van, amelyre mind-
kett? mer ?leges.

3.13. Lésd a 3.10. feladatot!

3.4. Lasd a 3.18. feladatot majd a 3.17., 9.6. példakat!

4. Komplex szamok a geometriaban

4.4. Lasd a 4.5. feladatot!
a 4.1M1

4.2. Hasznéljuk a 4.1. feladatban emlitett azonosségot!

4.3. Alkalmazzuk a 3.3. feladatban tanultakat!

5. Projektiv geometria
5.3. A tavolsagok és szogek kozti kozvetitésre hasznaljuk a teriiletet!
5.4. Lasd az 5.3. feladat allitasat!

5.9. Az ABCD egyenesre nem illeszkedd 6t tovabbi megfelel6 pont felvételével megoldhaté az
a), 6t masikkal a b) feladat is.

5.16. Fejezziik ki (ABDC), (BACD), (ACBD) értékeket z-szel,a tobbit prébéljuk ezekbél
kifejezni.

5.17. 1. Legyen elOszor a = OA és b= OB. Mutassuk meg, hogy ha ¢ = OC és c=aa+ pb
akkor (ABC) = é—g = g

2. Sejtsiik meg az (ABCD) kett6sviszonyra vonatkoz6 képletet!

3. Mutassuk meg 1.1. alapjan, hogy a képlet a = Oj, b = @, c = OC és d = OD es-
etén teljesiil és vizsgdljuk a «q, 51, a9, Po értékek viltozasat, amint az a, b, ¢, d vektorokat
szamszorosaikra cseréljiik!

5.3. Igazoltuk, hogy a kori pontnégyes komplex kettésviszonya valds értékii, igy elég annak
abszolut értékét meghatdrozni. Hasznaljuk a Nagy Szinusz Tételt!

5.1. Hasznéljuk a gorbék egyenletének kétabszcisszas alakjat! Legyen adva a HK egyenes és az
azzal nem parhuzamos e egyenes. Messe a gérbe P pontjan atmend, e-vel parhuzamos egyenes
a HK egyenest a Q pontban. Ha valamely p? konstanssal

p?-MH - MK = MP?, (1)

és M mindig a H K szakaszon fekszik, akkor a ?77. 0sszefiiggésnek eleget tevé P pontok halmaza
ellipszis, mig ha M a H, K pontokban vagy a H K szakaszon kiviil helyezkedik el, akkor hiperbola
a mértani hely, mig az

p? - MK = MP? (2)

egyenletnek eleget tevé P pontok halmaza parabola.

5.3. Legyen a kup csticsa A és az alapkor t-re meréleges BC' atméregyenese messe t-t T-ben.
Az 5.1., 5.2. feladatok megolddsanak alapjan mutassuk meg, hogy TB - TC = T A2
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Segitség, atmutatas 6. A gomb geometridja

5.3.

1. segitség, utmutatas. Keressiik meg a 7w leképezés fixpontjait! Szamoljunk kettésviszonyokkal !

2. segitség, utmutatas. Vetitsiik at a sikot ugy, hogy kényelmesebb legyen az abra!
5.4. Hasznaljuk fel, hogy a kett&sviszony valtozatlan marad.

5.5. c¢) Dolgozzunk vetitésekkel és kettésviszonyokkal! Mutassuk meg példaul, hogy (A3 A14A412A24) =
= (A3 A14A13A34)!

5.7.

1. segitség, utmutatas. Tekintsiik Papposz feladatat (5.6. feladat), két lehetséges Py PoPs
haromszoget.

2. segitség, utmutatas. Lépjink ki a térbe!

5.8. Vetitsiik 4t az a egyenest y-n a4t a b egyenesre, majd a b egyenest a-n at c-re és tekintsiik

c sz

5.1. Részletesebben, lasd Montagh Balazs cikkét[1].

1. Szervezziink meg el6szor 9 versenyzo6 kozt harmas futamokkal bajnoksagot! Most lehetdségiink
van geometriai megoldést taldlni. Azonositsuk a versenyzoket a sik (z,y) pontjainak, ahol x és y
egész szamok és modulo 3 tekintjiik 6ket (azaz a versenyzdket a kilenc elemii F3 x F3 halmaz ele-
meinek feleltetjiik meg). A futamok a sik egész egyiitthatds egyeneseinek felelnek meg az aldbbi
modon.

12 futamot szerveziink. A ¢ szdmnak haromféle ,értéke” lehet modulo 3, az (a, b) szampéarnak
pedig Osszesen kilencféle. Egyenesnek tekintjik az

y=c (mod 3) y=axr+b (mod 3) (1)

kongruencidk megolddshalmazait (azaz Fs-ban az y = ¢, ¢ = ax + b egyenletek megoldashal-
mazait).

Mutassuk meg, hogy a (1) kongruencidk koziil barmelyik kettének pontosan egy kozos megoldasa
van.

2. Adjunk meg négyelemii testet!

3. Szervezziik meg a beosztdst a négyelemii test segitségével!

6. A gomb geometriaja

6.1. Bocsdssunk merdlegest példaul az A cstcsbol az OBC sikra, majd ebbél a pontbdl az OB
és az OC egyenesekre. A 1étrejove derékszogii haromszogek megfelel6 szogének szinuszat felirva
adodik az allités.

6.2. Legyenek a gomb O kézéppontjabdl a haromszog A, B, C csucsaiba mutaté vektorok a, b
és c. Legyen tovabba vy, az az egységvektor, mely a gbmbharomszog AB oldalszakaszanak A-beli
érintéfélegyenese irdnyaba mutat. Hasonléan vegyiik fel az AC oldalszakaszt A-ban érinté v,
egységvektort is. Irjuk fel a b és a ¢ vektorokat a, vy, illetve v segitségével. Akapott egyen-
letekbdl eloallithaté a bizonyitandd tétel.

6.3. Haszndljuk az oldalakra vonatkozé koszinusztételt! Csinaljunk beldle egyenlétlenséget !
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7. A hiperbolikus stk Poincaré-modellje Segitség, utmutatas

6.5. Az A csicsnal 1év6 teljes gdmbi szoget az AB, AC, AB*, AC* szakaszok négy részre osztjak.
Szamoljuk ki az egyes részek nagysagat! Mit mondhatunk az AB*C*, az AC* B, illetve az AB*C
gbébmbharomszogekrol 7

6.6. Alkalmazzuk a polaris gombharomszogre az eddig megismert (oldalakra vonatkozo) koszi-
nusztételt, és nézziik meg, hogy ez mit jelent az eredeti haromszogre vonatkozoan.

6.7. Keressiink a Foldon egy harmadik pontot Ugy, hogy a harom pont alkotta gémbhirom-
szognek ismerjitk harom adatét (oldalak, szogek)! Ezekb6l az ismert tételek segitségével kiszamithatd
a kérdéses oldal hossza.

6.8. Keressiink a Foldon egy harmadik pontot tgy, hogy a harom pont alkotta gémbharom-
szognek ismerjiik harom adatat (oldalak, szogek)! Ezekb6l az ismert tételek segitségével kiszamithatd
a kérdéses csiics helyzete.

6.9. Keressiink a Foldon egy harmadik pontot Ugy, hogy a harom pont alkotta gémbharom-
szognek ismerjitk harom adatét (oldalak, szogek)! Ezekb6l az ismert tételek segitségével kiszamithatd
a kérdéses szog nagysaga.

6.10. Vizsgaljuk meg, milyen viszonyban vannak a gémbharomszog silyvonalai a gémbhérom-
sz0g csucsai alkotta sikhdromszog stlyvonalaival.

6.11. b) Rajzoljuk meg a gdmbhdromszog oldalegyeneseit! Ezek a gombfeliiletet egymast fedo
gbmbkétszogekre osztjak. Ezek, illetve a teljes géombfelszin teriiletének ismeretében adodik a
gbébmbharomszog teriilete.

6.12. Nyilvanval6é, hogy a keresett mértani hely szimmetrikus az AB gdmbi egyenesre, ezért
vizsgaljuk csak az egyik félgombot! A keresett mértani helynek mindig tartalmaznia kell az A és
a B pontok dtellenes pontjat (A’ és B’), hiszen az AA’, illetve a BB’ gombi egyenesek tetsz6leges
szogben hajolhatnak AB-hez, igy az ABA’ és az ABB’ gobmbharomszogek teriilete tetszdleges
lehet. Innen megsejthetd, hogy a megfelel6 C pontok mértani helye az egyik félgdbmbon egy, az
A’ és B’ pontokon atmend koriv.

7. A hiperbolikus sik Poincaré-modellje
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Segitség, utmutatas

8. Specidlis gorbék

8. Specialis gorbék
Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és itmutatasokat.

9. Vegyes feladatok

9.2.
1. segitség, itmutatas. Lasd a G.I1.6.5. feladatot!

2. segitség, utmutatas. Alkalmazzunk P centrumi inverziot!
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Megoldasok

1. Geometriai szerkeszthetoség

1.3. a) Miutdn a nevezot a2+ b6+ /7 alakban irtuk, bévitsiink példaul az a2+ bvV6—c/7
szammal.

b) Ha a nevezét a-+bv/3-+dv/7++/21 alakba irtuk, akkor bévithetiink az a-+bv/3— (dv/7+ \/ﬁ)
szammal és 1gy 16gtén egy u + vy/3 alaki szamot kapunk.

c) A nevezében eredetileg egy Q(\/g, V5,V/7)-beli szam all. Az

(1+2v3+4V5) + (54 3v3 — 2v5)V7)

alakba 4tirt nevezében mindkét zaréjelben egy-egy, a Q(v/3,v/5) szdmtestbdl valé szam All.
Ha tehat bévitiink az

(14 2v3+4V5) — (5+3v3 — 2v5)V/7)

szammal, akkor a nevezében mar egy Q(v/3,/5)-beli szdmot kapunk.

1.4. Itt a nevezd a Q(v/2,v/3,/7,V/11) szdmtestbél vald. Ha most megvaltoztatjuk példaul v/11
eldjelét és az igy kapott szdmmal beszorozzuk a szamlalét és a nevezdt, akkor a nevezében néni
fog ugyan a négyzetgyokjelek szama, mégis redukciét hajtottunk végre. Ugyanis az igy kapott
szam mar a Q(v/2,v/3,/7) szdmtestben is benne van. Most azt kell észrevenniink, hogy a kapott
szam felirhato

(a+0V2+cV3) + (d +0V2+ VBT

alakban. Ha most a szamlalot és a nevezét is beszorozzuk

(a4 bv3+V3) — (a +b5v2+ VAT

szammal, akkor a nevezGben egy olyan szdmot kapunk, amely mar a Q(v/2,v/3) szamtestben
is benne van. Ezt mar a) alapjan gyokteleniteni tudjuk.

1.1.

1. megoldas. Ha volna ilyen polinom, akkor volnanak olyan a, b, t raciondlis szdmok, amelyekre
V2 =a+ bVt teljesiilne. v/t nem lehet racionalis, mert akkor /2 is az volna.

Emeljiik kdbre az egyenléséget:

a® + 3ab’t + (3a® + b*t)by/t = 2

Mivel v/t nem raciondlis, ezért ez csak tgy lehet nulla, ha vagy b = 0, vagy 3a® + tb> = 0.
El6bbibél ismét az kovetkezne, hogy +/2 racionalis. Utébbi viszont lehetetlen, mert a bal oldalon
pozitiv szam &ll. (¢ > 0 és b nem nulla.)

2. megoldas. Beirhatjuk v/2-t a masodfoku polinomba, amelynek gyoke. Ekkor egy ilyen egyen-
18séget kapunk: V4 = a + b+/2, ahol a és b racionélis. Emeljiik kobre mindkét oldalt:

4 = a®+ 203 + 3ab(a + bV/2).

Jobb oldalon a zaréjelben éppen /2 all, ami irracionalis. Ebbdl kovetkezik, hogy vagy a = 0,
vagy b = 0, az els6bdl az kovetkezne, hogy /2 racionalis, a masodikbél, hogy +/4 racionlis.

1.1. Kijon a gyokok és egyiitthatok kozotti Osszefliggés alapjan. Van megoldas, tehat kettd is
van. A két gyok Gsszege raciondlis, ami csak gy lehet, ha a mésik gyok a — /3 alakd. A szorzat
is raciondlis, ami pedig csak ugy lehet, ha a = 2.

71



Megoldasok 1. Geometriai szerkeszthetdség

Van azonban gyorsabb, és altalanosabban is jél hasznalhaté megoldas is. Helyettesitsiik be a
megadott megoldést a polinomba.

Behelyettesitéssel egy E + Dv/3 = 0 alakt egyenletet kapunk, ahol E és D egészek. Ebbél
kovetkezik, hogy mindketté nulla. Tehat E — D+/3 = 0 is igaz, amibél kovetkezik, hogy 2 — v/3
is megoldasa az egyenletnek.

1.4. A megoldas MAJDNEM teljes, de az utolsé 1épésnél felhasznalja, hogy VAN harom megoldés,
a gyOkok és egytitthatok osszefiiggése csak ekkor ,mukodik".

A gyoktényezOk kiemelésével azonban konnyen teljessé tehetjiik a bizonyitast. Tudjuk, hogy a
polinombél kiemelhetd a két kapott megoldashoz tartozé gyoktényezd, azaz (x4 4)(x —2 —/7),
és a marado polinom (hényados) elséfoku lesz. Az elséfokt polinomnak pedig van valds gyoke.

1.7. Az egyenletbe behelyettesitve a megoldast egy D + EVV = 0 alaku kifejezést kapunk.
Két eset van. Ha 'V egész, akkor mar maga az U + V szdm egész szam. Ellenkezé esetben
V'V irraciondlis, tehat D = E = 0, és azt kapjuk, hogy D — EV/V is nulla, tehit U — V/V is
megoldasa az egyenletiinknek. Most akar a gyoktényezok kiemelésével, akar a gyokok és egyiit-
thatok kozotti Osszefiiggéssel azt kapjuk, hogy a harmadik megoldas egész szam. (Utobbi esetben
azt hasznaljuk, hogy van harom megoldés - 1. az 1.4 megoldédsat - és a gyokok Osszege, — A egész
szam.)

1.1. Az allitdst abban a formaban latjuk be, hogy ha egy raciondlis egytitthatés polinomnak
van gyoke T valamely masodfokd bovitésében, akkor van gyoke T-ben is.

Tegyiik fel tehat, hogy az Ax>+ Bx? 4 Cx+ D racionalis egyiitthatés polinomnak van egy U +
+VV/t alaki gydke, ahol U, V, t eleme a T testnek és v/t nem eleme T-nek. U +V v/t a polinomba
helyettesitve egy P + Q+/t alaki kifejezést kapunk, ahol P és Q eleme T-nek. Minthogy v/t nem
eleme T-nek, igy ez a kifejezés csak gy lehet nulla, ha P = Q = 0. De akkor P — Qv/% is nulla,
tehat U — V/t is gyoke a polinomnak. Kiemelheté tehét a két gyoktényezd szorzata, azaz a (x —
— U)? —tV?2 polinom. Ennek egyiitthat6i T-beli elemek, tehat a kiemelés utdn marado elséfoki
polinom egyiitthatéi is T-beliek. (MIERT ?!)

Ha egy elsofokt polinom mindkét egyiitthatéja T-beli, akkor a gyodke is T-ben van. Ezzel
belattuk, hogy ha egy racionalis egyiitthatés polinomnak van gydke T valamely maéasodfoki
bévitésében, akkor van gyoke T-ben is.

1.3. Ha egy z hosszu szakasz szerkeszthetd, akkor z-t a raciondlis szamok testébol véges sok
masodfokt bovitésével kapjuk. Ha a harmadfokt egyenletnek nincs raciondlis gyoke, akkor az 1.1
feladat szerint egyik ilyen b&vitésnél sem kaphatjuk meg a polinom valamelyik gyokét.
Negyedfoktu polinomokra az allitds nem igaz, mert nem igaz az 1.1 feladat megoldasaban
bizonyitott allitis sem. Ehhez elég két masodfoki, egészegytutthatds polinomot Gsszerszorozni,
amelynek nincs raciondlis gyoke. Valdjadban ennél t6bb is igaz, ezt az 1.4 feladat mutatja.

1.4. Tekintsiik a p(z) = (x — v/2)? — 3 polinomot. Ennek gydke /2 + /3, de még nem egésze-
gyiitthatés. Ha ezt a polinomot megszorozzuk a pi(z) = (x + v/2)? — 3 polinommal, akkor mér
az egészegyiitthatés q(z) = (22 — 2)2 +9 — 3(22%2 4+ 4) = 2* — 1022 + 1 polinomhoz jutunk.
Ennek gyokei /2 és /3 eléjeles Osszegei. (Ha a negativ hossziisdagt szakaszokat nem akarjuk
megengedni, akkor z helyett irjunk mindeniitt = —5-6t.) Barhogy is parositjuk a gyokeit, semelyik
két gyok ok Osszege nem racionalis, tehat nem bonthaté alacsonyabbfokt raciondlis egyiitthatds
polinomok szorzatara.

Megjegyezziik még, hogy ennek a polinomnak nincsen gydke @Q(v/2)-ben, de annak +/3-mal
val6 b Gvitésében van. Nem igaz tehat rda az 1.1 feladat megoldasaban belatott allitds sem.
(Ezt persze két jolvalasztott raciondlis egytitthatés masodfokd polinom szorzata is ,tudja', itt
azonban tobbet mutattunk meg.)
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1. Geometriai szerkeszthetdség Megoldasok

1.1.
cos 3a = cos av cos 2ar — sin asin 2a = 2 cos® a — cos a — 2sin? acos a = 4 cos® a — 3 cos a.

Mivel cos 60° = %, ebbdl azt kapjuk, hogy cos 20° kielégiti a 823 —6x—1 = 0 egyenletet. Az 1.5
feladat szerint ennek az egyenletnek nincs racionélis megoldésa, tehat cos 20°, és igy maga a 20°
sem szerkeszthetd euklideszi szerkesztéssel.

1.2. n = 1,2 esetén nyilvan nem szerkesztheté n°-os szog, hiszen abbdl szerkesztheté volna
20°-0s szog is.

3°-0s sz0g viszont szerkeszthetd, mert szerkesztheté 15°-os szog és szerkeszthetd 18°-os is
(HOGYAN?).

Ebbél mér kovetkezik, hogy n = 3k (k egész) esetén szerkeszthetd n°-os szog, n = 3k + 1 vagy
n = 3k — 1 esetén viszont nem.

1.3. A szabdlyos kilencszog kiilsé szoge 40°. Errdl tudjuk az 1.1 feladat alapjan, hogy nem
szerkesztheto, tehat a szabalyos kilencszog sem szerkesztheto.

1.4. a) Ha az ABC DFE szabélyos 6tszoget akarjuk megszerkeszteni, akkor az AD B egyenldszara
hiromszog alapjan 72°-os szogek vannak, a szarszoge 36°-os. Ismeretes, hogy ennek a harom-
szognek a szdra és alapja kozott az aranymetszés ardnya van, ami szerkeszthet6. A szabalyos
Otszog bels szoge az igy megszerkesztett 36°-os sz6g haromszorosa, tehat szerkesztheto.

c) A szabdlyos 6tsz0g megszerkesztése utan a szabdlyos tizszoget mar nem nehéz megsz-
erkeszteni. Megszerkesztjiik a szabélyos 6tszog koré irhatd kort és az oldalhoz tartozd kozépponti
szoget megfelezziik. Ezek a szogfelez6 sugarak a korbol kimetszik a ,,masik 6t" csicsot is.

b) A szabélyos hétszog kiils6 szoge 360° /7. Jeloljiik ennek a szognek a felét a-val; teljesiil ra,
hogy sin 4o = sin 3a. Itt az addicids tételeket alkalmazva

3

sin4a = 4sin o cos o cos 2 = 8 sin «x cos® o — 4 cos «

és
sin 3o = sin a cos 2a + cos asin 20 = sin (4 cos? a — 1.

A pozitiv sin a-val leosztva tehat x = cos a-ra a

8x% —4x® —4x+1=0

egyenlethez jutunk. Az 1.5 feladat a) része szerint ennek az egyenletnek nicns raciondlis
megoldédsa (amit egyébként az y = 2z valtoz6 bevezetésével azonnal lathatunk). Ebbél az 1.3
feladat szerint kovetkezik, hogy a szabdlyos hétszog euklideszi szerkesztéssel nem szerkeszthetd.

1.1.

1. megoldas. Két feladatrdl van szd, annak megfeleléen, hogy a szogfelez6

a) a két oldal kozos csticsabdl indul,

b) nem a ké6zos csiicsbdl indul.

Az a) esetben legyen adott az AB, AC oldal és az AD (belsd) szogfelez6 hossza. Koszinusz-
tétellel az A-ndl levo szog felével mint ismeretlennel kifejezheté BD és C'D szakasz négyzetének
hossza, a ketté ardnya pedig a szogfelezd tétel szerint szintén ismert. Igy egy elséfoku egyenletet
kapunk az A-ndl levd szog felére, ami szerkeszthetd.

Megoldhaté a feladat szamoléas nélkiil is: az AB oldal A-n tili meghosszabbitdsara felmérjiik
az AC szakaszt, ennek végpontja legyen E. A CFE szakasz parhuzamos az AD szogfelezével,
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Megoldasok 1. Geometriai szerkeszthetdség

ezért az AB : AE = AD : CFE arany alapjan C'E hossza szerkeszthet§. Az EC A egyenlészara
haromszég harom oldala ismert, {gy szerkeszthetd. Ennek E-nél levé szoge az ABC' hiaromszog
A-nél levd szogének a fele, igy az ABC haromszogben is ismert két oldal és a kozbezart szog,
tehét szerkeszthetd. (A szerkesztés helyességének az igazoldsa és a diszkusszié mindkét esetben
kénnyt.)

Egy harmadik megoldas, ha felvessziik az AD szogfelez6t, az A kézépponti AB, valamint AC
sugart kort, majd az elébbi kort D-b8l —AC : AB ardnyban nagyitjuk (vagy kicsinyitjik). A
kapott kor és az eredetileg megrajzolt masodik kor metszéspontja adja a C' cstucsot. (Ha két
metszéspont van, két szimmetrikus megoldast kapunk. Ha nincs metszéspont, a hairomszog nem
létezik.)

Most megmutatjuk, hogy a b) esetben a harom adatb6l nem szerkesztheté haromszog.

Legyen tehéat adva az AB és a BC oldal, valamint az AD bels6 szogfelez6 hossza. Felhasznaljuk
a kovetkezd ismert Osszefiiggést (vesd Ossze a 2.16 Stewart tételt és a szogfelezd tételt):

AB-AC = AD? + BD - DC.

Vélasszuk AC = b-t ismeretlennek és AB = 1-et egységnek. BC = a és AD = f ismert.
Masrészt BD = {5 és DC = -ab_ Fzt a fenti egyenléségbe beirva, majd (b+1)%-tel végigszorozva

b+1-°
az

b(b+1)? = f2(b+ 1)+ a?b

egyenlethez jutunk, ami harmadfokd egyenlet b-ben. Atrendezés utdn:

B+2—-Ar+01-2f2-a®b-f2=0.

Vélasszuk itt a szogfelezd hosszat, f-et is egységnek és legyen a is egész. Akkor az egyenlet
egész egyiitthatos, féegyiitthatdja 1:

b +0>—(14+a?)b—1=0.

Tehat minden racionélis gyoke egész. Raadasul osztdja a konstans tagnak, ami —1, tehat csak
1 vagy —1 lehet raciondlis megoldds. Az egyenlet (b+ 1)(b*> — 1) — a?b = 0 alakba frhaté, ezért
ha a nem nulla (marpedig nem nulla), akkor sem 1, sem —1 nem megoldasa az egyenletnek.

Ebbdl viszont az 1.3 feladatban kimondott tétel szerint kévetkezik, hogy a megadott adatokbol
nem szerkeszthetd haromszog. Marpedig ilyen haromszog létezik valamilyen a egész hosszusagra.
Valoban, ha egy haromszogben az AB oldal és az AD szogfelezé egységnyi, akkor az BC' oldala
a (0,00) intervallumban barmi lehet.

Erdemes megjegyezni a kovetkezét. Az természetesen rogton latszik, hogy a b oldal nem lehet
egységnyi, és nem lehet —1 sem, de ez nem elég a befejezéshez. Sziikség van annak belatasara,
hogy a harmadfoki egyenletnek sem megoldasa egyik sem.

2. megoldés. A b) részre adhatunk egy maésik megoldést is. Megmutatjuk, hogy a haromszog
mar akkor sem mindig szerkeszthetd, ha a két megadott oldal egyenlé hosszi. Roviden: nem
szerkeszthetd egyenlészari haromszog a szar hosszdbdl és a szérhoz tartozd (belsd) szogfelezd
hosszabol.

Legyen AB = AC a két szar és a BD szogfelezd. Jelolje § az ABD szoget (az alapon nyugvd
szog felét). Ekkor BDA sz6g 33, BAD szog pedig 180° — 45. Adott az

AB : BD =sin383 :sin43 = (4cos? 3 —1) : (4cos® B — 2 cos 3)

arany. Ha ezt az ardnyt példdul kettének vélasztjuk, akkor a

8cos?f—4cos?f—4cosf+1=0

egyenletet kapjuk. Annyit kell még beldtnunk, hogy a 8z3 — 422 — 42 — 1 polinomnak nincs
racionélis gyoke. Eppen ezt mondja az 1.3 feladat.

Most is ellendzitniink kell, hogy [étezik-e olyan egyenlOszari haromszog, amelyben a szar és a
szarhoz tartozo szogfelez6 aranya 1 : 2. Valdjaban elég azt ellendrizniink, hogy a fenti egyenletnek
van-e 45°-nal kisebb (pozitiv) szogli megolddsa. Kénnyen ellenérizhetd, hogy f = 0° esetén a
bal oldal pozitiv, 5 = 45° esetén negativ, tehat a kett6 kozott van gyoke.
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1. Geometriai szerkeszthetdség Megoldasok

3. megoldas. A feladat b) részére adott el6z6 megolddsban nem véletleniil kaptuk ugyanazt
az egyenletet, mint az 1.4 feladatban. A feladatot ugyanis arra az esetre egyszertsitettiik,
hogy egy egyenlOszaru haromszoget kell szerkeszteniink, amelynek a széarhoz tartozoé szogfelezéje
ugyanolyan hosszi, mint a szara. Kénnyen ellenérizhet6, hogy ennek a haromszognek az alapon
nyugvo szogei 360°/7-osak (a szarszoge pedig ennek mdsfélszerese), vagyis éppen a szabalyos
hétszog egyik kiils6 szogérol van széd. Az 1.4 feladatban beldttuk, hogy a szabdlyos hétszog nem
szerkesztheto, tehat ez a haromszog sem szerkeszthetd

1.3. Belatjuk, hogy mar akkor sem szerkesztheté a haromszog, ha a megadott két oldal egyenld
hosszt, tehat egyenlGszard haromszog szarabdl és beirt korének sugarabdl sem szerkesztheto
altalaban haromszog.

Jelolje a az egyenlészari haromszog alapjanak felét, m az alaphoz tartozé magassigot, a
szarszog felét 3. Ekkor tan 3 = . Mdsrészt r-rel jelélve a beirt kor sugarét, b-vel a szar hosszat
tan 8 = L5 = y==. A két eredményt &sszehasonlitva azt kapjuk, hogy rm = (b —a)a.

Emeljiik négyzetre ezt az egyenléséget, irjuk be a Pitagorasz-tételt: m? = b?> —a® = (b+a)(b—
—a). Leosztva b — a-val a rendezés utén az

a® —ba®> +ra+rb=0
egyenletet kapjuk. Valasszuk r-et egységnek. Egyenletiink ekkor

a®—ba’+a+b=0

alakra egyszertisodik. Az 1.5 feladat megolddsanal lattuk, hogy ha itt b-t primszamnak valasztjuk,
akkor az egyenletnek nincsen racionalis megoldasa. Meg kell még gondolnunk, hogy van olyan
egyenloszari hidromszog, amelynek beirt kore egységnyi és szarhossza valamilyen primszam. De
kénnyen lathatd, hogy egy egységsugaru kor koré minden elég nagy szarhosszal irhaté egyen-
16szara haromszog.

1.4. El6szor a feladat d) részét intézziik el. Megmutatjuk, hogy ha két magassag és a harmadik
oldalhoz tartozé szogfelez hossza van adva, akkor ez utébbi csticsndl levd szog szerkeszthetd.
A magassagok ismeretében ismerjiik e szoget kozrefogd oldalak ardnyat is, tehat tudunk a kere-
setthez hasonlé haromszoget szerkeszteni. Ezt a szogfelezd ismeretében megfeleld nagysagira
tudjuk nagyitani.

Tegyiik fel tehat, hogy ismerjiik az ABC' haromszog A-bdl induld szégfelezdjének f hosszat,
ismerjik tovabbd a masik két csticsbdl indulé magassagok hosszat, my-t és me-t. Ekkor b =
= me/sina, ¢ = myp/ sin «, a hdromszog kétszeres tertilete

2T upc = <mbm)

sin o

Miésrészt a szogfelezé két részre vagja a haromszdget, ezek teriiletét ugyanigy a két oldalbol
és a kozbezart szogbdl kiszamolva

f(mb + mc) . o
.~ sin
SN &

2T'ABc = (

A teriiletre kapott két képletet egyenlévé téve a nevezdk kiesnek és sin §-re a kévetkezd sz-

erkeszthetd kifejezést kapjuk:
i « ( MpMe >
in—=(——"7-7--+-]).
2 f(mp+me)

rd=9



Megoldasok 1. Geometriai szerkeszthetdség

a), b), ¢): Ismét azt a tritkkot haszndljuk, hogy egyenldszari haromszogre sziikitjik a fe-
ladatot. Azt bizonyitjuk be, hogy egy egyenlGszart haromszog alaphoz tartozé magassdgabdl
(szogfelez6jébdl, sulyvonalabdl, a harom ugyanaz) és a szarhoz tartozé szogfelezéjébél alka-
Imasan vélasztott adatok mellett nem szerkesztheté6 haromszog. Legyen tehat az alaphoz tar-
toz6 magassag hossza AT = m, a szarhoz tartozo szogfelezéjé BD = f és az alapon nyugvd szog
2. Tekintsiik az alap és a szogfelezo altal meghatarozott BC'D haromszoget. Ennek BD-vel
szemkozti szoge 25, BC-vel szemkozti szoge 180° — 343, igy a szinusz-tétel szerint f : BC =
= sin2f : sin3f. El kell tiintetniink BC-t, mert nem ismerjiik és ,be kell csempészniink" az
ismert m-et. Mi sem konnyebb, hiszen BC' = 2mcot 25. Ezt beirva az eléz6 Osszefiiggésbe a
rendezés utan azt kapjuk, hogy

fsin38 = 2mcos 2p3

Y
vagyis

4fsin® B — 4msin® f — 3fsin B+ 2m = 0

Az 1.5 feladat d) részében lattuk, hogy ha itt 2m-et valasztjuk egységnek, f-et pedig elég
nagy primszémnak vessziik, akkor nincs raciondlis megoldasa az egyenletnek. Annyit kell még
meggondolnunk, hogy mivel van ,,akarmilyen lapos" egyenlOszari haromszog, ezért van olyan is,
ahol az alaphoz tartozé magassig és a szarhoz tartozd szogfelez6 ardnya tetszolegesen kicsi lesz.

1.5. b) A koriilirt kor szerkeszthetd, a BC' oldal is. Messe az A-bdl induld szogfelez6 a BC
oldalt D-ben, a koriilirt kort méasodszor F-ben. Az F' pont szerkeszthetd, hiszen ismert, hogy
BF = FC. A keriileti szogek tételét és a szogfelezés tényét felhasznalva kénnyen lathatd, hogy
a BDF haromszog hasonlé az ABF haromszoghoéz. Ebbél BF : DF = AF : BF, tehat x-szel
jelolve a DF' szakasz hosszat adtrendezés utan az

22+ ADx — BF? =0

egyenlethez jutunk. Itt AD és BF ismert, az egyenletnek van egy (hamis) negativ megoldésa,
és egy pozitiv megoldasa, utébbi szerkeszthetd és megadja x hosszat, amibol a D pont, ma-
jd FD egyenest meghosszabbitva az A pont is szerkeszthetd. (A diszkussziét és a szerkesztés
helyességének igazlasat az olvaséra hagyjuk.)

a) Itt nincs altaldnos szerkesztési eljaras. Valasszuk a B csicsnél levd szoget derékszognek.
Jeloljik f-fel az AD szogfelezd hosszat és jeloljik BC hosszat a-val, tovabba jeldlje o az A-nél
fekvé szog felét. Ekkor

BD = fsina, DC: f =sina : sin BCA = sina : cos 2a,

ahonnan DC = f Cﬁ;‘;‘a A BD-re és DC-re kapott kifejezést Osszeadva dtrendezés utdn azt
kapjuk, hogy

BC cos2a = fsina(l + cos 2a).
Nyilvan van olyan derékszogii hdromszog, amelyben f = BC, és ebben az esetben a fenti
egyenlet cos 2 addiciés tételét haszndlva a
2sin®a — 2sin? v — 2sina +1 = 0

alakot 6lti. Az 1.5 feladatban lattuk, hogy a 2y% —2y? —2y+1 = 0 egyenletnek nincs racionalis
megoldasa, tehat sin @ nem szerkesztheto.
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2. Tomegkéozéppont Megoldasok

1.7. Ha AB = [, ez ekvivalens azzal a feltétellel, hogy a hdromszoég C-nél, B-nél, A-ndl
fekv6 szoge rendre 7y, 360° — 4, 3y — 180°. A feladat szerint ez utébbi szdég van megadva.
Valasszuk ezt a szoget 60 fokosnak. Ekkor a méasik két szog 40, illetve 80 fokos. Ha most volna a
feladatra altaldanos szerkesztési eljaras, akkor annak jénak kell lennie akkor is, ha az A-nal fekvo
szoget 60 fokosnak vessziik ol és az AB oldalt egyenlének vessziik fel a szogfelezovel. Ebben
az esetben eljardsunkkal megszerkesztenénk egy 40 fokos szoget, amirdl tudjuk, hogy lehetetlen.
Ilyen szerkesztési eljaras tehat nincsen.

1.8. a) Az 1.4 feladat megoldédsénal 1attuk, hogy mér egyenlészart haromszog sem szerkesztheto,
az alaphoz tartozd magassig és a szarhoz tartoz6 szogfelezo hosszanak az ismeretében, ha ezek
aranyat alkalmasan valasztjuk. Mivel ebben a haromszogben az alaphoz tartozd siulyvonal és
magassag egyenld, a mostani feladat a) része sem szerkeszheté ebben az esetben.

b) Ez a feladat viszont szerkeszthet6. Az A csicsbdl indulé AT = m, magassag és és AD =
= f, szogfelezd, valamint a B csiicsbdl indulé BF' = s siilyvonal hossza legyen adva. Az ADF
derékszogli haromszog szerkeszthetd, és az F'AD szdg a BC' oldalon nyugvé szogek kiilonbségének
a fele. Masrészt legyen F' oldalfelz6pont mer6leges vetiilete a BC oldalon G, ekkor a BFG
derékszogli haromszog is szerkeszthetd, hiszen F'G hossza épp az adott magassag hosszanak a
fele. Ezzel megszerkesztettiik a ¢ = F' BG szoget is.

Ezutén kis szdmolassal az A-val szemben fekvé szogre kaphatunk egy ardnylag egyszerli egyen-
letet, amelybdl ez a szog szerkesztheto. Fejezziik ki az F'G és BG szakaszok hosszat a haromszog
szogeivel. A szokésos jelolésekkel. FG = bsiny és AG = AT + TG (itt el8jeles szakaszokkal sza-
molunk). Masrészt

AT = ccos 8 = 2Rsinycos f = R(sin(5 + ) + sin(y — ) = R(sina + sin(y — 5)

és

2TG = bcosy = 2Rsin fcosy = R(sin(8 + ) +sin(8 — 7)) = R(sina + sin(f — 7).

Ebbél azt kapjuk, hogy AG = AT + TG = 1,5Rsina + 0,5Rsin(y — ). Masrészt ismeretes
(vagy ugyanigy kiszamolhaté), hogy AT = R(cos( — ) + cosa). Ismerjiik cot ¢ = T'G/AG-t,
masrészt ez a hanyados

(1,5 sina + 0,5sin(y — ﬁ))
cosa + cos(B — v ’

Mivel itt 8 — ~ ismert, ebbdl egy xsina + ycosa = z alakt egyenletet kapunk, ahol az x,y, z
egylitthatok szerkeszthetok. Ebbdl viszont az ismert médon megszerkesztheté az « szog is, az
AT D héromszoghdl pedig ezutdn a haromszog két hidnyzé csicsa is.

2. Tomegkozéppont

2.1. Tekintsiik az (A';C'; B%) témegpontrendszert (az aldbbi gondolatmenet kévethetd a 2.
dbrasorozaton)! Mivel (A'; C') = D? és (D?; B%) = F*, igy vizsgalt rendszeriink témegkozép-
pontja F. Mésrészt (A'; B?) = H®, ahol H az AB oldal B-fel6li harmadolépontja. Igy (H?; C1) =
= F*, azaz F illeszkedik a CH egyenesre, azaz H is a CF egyenesre, tehat H = E. A kérdezett
arany: AE/EB = 2/1.

2.2. Azt szeretnénk elérni, hogy az a haromszog cstcsaiba helyezett tomegekbdl all6 rendszer
tomegkozéppontja a P pont legyen. Legyen BA;/A1C = ~/5. Ha a B pontba /3, a C pontba ~y
kg tomeget tesziink, akkor ezt a rendszert az A; pontba helyezett (8 4 ) tomegli tomegpont
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Megoldasok 2. Tomegkéozéppont

B A E B
2.1M.2. abra.

helyettesitheti. Rakjunk az A pontba egy (3 + 7) kg-os tomeget! Igy a harom témegpontbél —
A(B +7), B(B), C(v) — 4ll6 rendszer tomegkozéppontja P lesz.

Alkalmazzuk az I. alapelvet, szamoljuk ki masképp a tomegkozéppontot! A két pontbdl alld
A(B+7), B(B) rendszer tomegkozéppontja az AB oldalnak az a C’ pontja, amelyre AC'/C'B =
= /(B8 + 7). Mivel a teljes rendszer P tomegkozéppontja a 2. alapelv szerint a C'C' szakaszon
kell legyen, {gy a C’ pont megegyezik a C; ponttal. Hasonld osszefiiggésre juthatunk az AC
oldalon is. Igy tehdt:

ACl ﬁ ABl . vy ACl + ABl ,8 vy

- ) = ’ = = + =
CiB B+7y BiC  B+y 1B BiC B4y [B+7y

2.3. Elészor a P ponttal foglalkozunk, stulyokat helyeziink a B, C, D pontokba tugy, hogy a
rendszer tomegkozéppontja a P pontban legyen. Jeldlje ezeket a témegeket rendre 5,y és 6! A B,
D cstcsokba egyenlé tomegeket helyeziink (8 = d), hogy tomegkozéppontjuk a paralelogramma
O koézéppontjaban legyen és igy a teljes rendszer témegkozéppontja az OC' atléra essen. A C
cstcsba helyezett tomeg két részbol all (lasd az 1. dbrasorozatot): v = v, + 74. Az egyik rész

7Q



2. Tomegkéozéppont Megoldasok

(7p)egyenld a B-be helyezett stllyal (5), igy ezek tomegkozéppntja F' lesz, a masik rész (vy4) fele
akkora stlyd, mint a D-be helyezett tomeg (9), hogy tomegkozéppontjuk E legyen. A kivént
B =0 =y = 274 feltételnek tehat megfelel a (B2, C3, D?) tomegpontrendszer, azaz

(B%,C3,D*) = P'.

2.3M.1. abra.

Mivel (B2,C?) = F* és (D* C') = E®, igy EP/PF = . Masrészt (B?,D?) = 0% = (A%, C?),
gy P" = (B?,C3,D?) = (A?,C°), azaz AP/PC = 5/2.

Most vizsgaljuk Q-t! Szeretnénk, hogy @ legyen a (B, C%+7, D?) rendszer témegkozéppontja
(lasd a 2-4. abrasorozatot). Szeretnénk, hogy a tomegkozéppont az EF egyenesen legyen, azaz
(BB, Cw) = FAtw) (D° Cv) = E9t74), tehat az ezekkel analég B = 7y, 6 = 274 feltételeket
tovabbra is meg akarjuk tartani. Most még azt szeretnénk, hogy a tomegkoézéppont az BD atléra
is illeszkedjék, azaz C-ben 6sszesen nulla stly legyen (v, = —7q). Megfelelé lesz a (B~1, 0, D?)
tomegpontrendszer, azaz

(B~ C%, D*) =Q

Mivel (B™!,C7Y) = F2 ¢s (D?,CY) = E3, igy (F2, E®) = Q' tehat EQ/QF = —2, ahol az
eléjel azt fejezi ki, hogy az m, Cﬁ?‘ vektorok ellenkezé iranyitasiak. Mésrészt (B~1, D?) = Q!,
igy DQ/QB = —% az el6z6hoz hasonld értelmi el6jellel.

2.4. Feltehetjiik, hOgy ABl = bl,BlC = bg, CAl = ai, AlB = ay és legyen BCl = (1, ClA ==
= ¢y. Szeretnénk stlyokat helyezni a haromszog csiicsaiba tgy, hogy az (A*BPC7) rednszer
tomegkdzéppontja P legyen. Ha az A-ba és C-be helyezett stulyokat ugy valasztjuk meg, hogy
aranyuk

[0 b2

— = 1

o (1)
legyen, akkor tomegkozéppontjuk B lesz, igy a teljes rendszer tomegkozéppontja a BB egye-
nesen lesz. Ha még azt is elérjiik, hogy a C-be és A-ba keril$ tomegek aranya

Y _ a2

22 2

5 o (2)
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Megoldasok 2. Tomegkéozéppont

2.3M.2. é&bra.

legyen, akkor e ketté tomegkozéppontja Ai-ben lesz, igy a teljes rendszeré az AA; egyenesen, az
elozbeket is figyelembe véve tehat P-ben.
A (1), (2) ardnyoknak egyszerre felelnek meg az

a = baao, B = biay, v = bias (3)
sulyok.

Kezdjik most a tomegkdzéppont szerkesztését az A, B csicsokba helyezett tomegekkel. Ezek
tomegkozéppontja az AB egyenes azon Cj pontjaban lesz, amelyre

B e
== 4
= (4)
azaz b
1a1 C2
_— = —, 5
b2a2 C1 ( )

A teljes rendszer tomegkozéppontja, azaz P a CCy egyenesre illeszkedik, ami csak gy lehetséges,
hogy Cy = (1, azaz a keresett ardyn értéke

BCl C1 bgag

== === 6
ClA (&) blal ( )

A (5), (6) osszefiiggések az ajbic; = agbaby alakba irhatok at. A feladat megolddsa sordn
lényegében bizonyitottuk az aldbbi nevezetes Osszefliggést:

Ceva tétel Ha Ay, By, C1 az ABC héiromszog BC, C'A, AB oldalegyenesének tetszOleges
pontjai, akkor az AA;, BBy, CC egyenesek akkor és csakis akkor mennek &t egy ponton, ha

AB, CA, BC

. . =1.
BlC AlB ClA
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2. Tomegkéozéppont Megoldasok

2.3M.3. ébra.

2.5. Helyezziink az A, B, C csicsokba «, 8 = B, + B¢, v tomegeket Ugy, hogy a rendszer
tomegkozéppontja T-ben legyen!

Ha elérjiik, hogy az (A%, BP+) alrendszer témegkézéppontja P, a (C7, B%) alrendszer tomegkozép-
pontja pedig K legyen, akkor a teljes rendszer tomegkozéppontja a PK egyenesre keriil. Mivel
PK||AC, igy valamely z val6s szamra

BP _BK _ ()
PA_KC _©

azaz a = x4, 7 = .. Szilkséges még, hogy a tomegkozéppont az A-bdl induld silyvonalra
keriiljon, aminek v = (3, azaz B, + . = xf., roviden

Ba
—=x—1 2
Be @)
az algebrai feltétele. Igy
(A%, B, C7) = (PPt jPe(ra)),

tehat a % = % feltétel megfelelGje a -
=l Q
Be 3
relaci6. A (2) osszefuiggést figyelembe véve kapjuk, hogy = = %, azaz az AC B, PK B haromszogek
hasonlésagabdl (1) alapjén
AB AP+ PB

AP

:KP<1+1>:8<1+§>:11.
T 8

A teljes megoldashoz sziikséges annak igazoldsa, hogy a megadott konfigurdcié létezik. Ha
AC =11 és B tetszlleges, az AC egyenesre nem illeszked6 pont a sikon, és P az AB, K a CB
oldalt osztja fel 3 : 8 ardnyban, akkor a PK szakasz hossza 8 és a fenti stilyozas mutatja, hogy
az AF4 silyvonal 3 : 5 ardnyban, tehat 3 és 5 egység hossztisdgu részekre osztja fel.
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Megoldasok 2. Tomegkéozéppont

2.3M.4. ébra.

2.5M.1. abra.

2.6. Ha P az (AO‘; B#; CV) stulyozott pontrendszer tomegkozéppontja, akkor

Alpi (6
AP B+~

(AO‘;Bﬁ) = Clo‘+5, igy

tehat
A1 P _ o

AA1 a+ B4

Ehhez hasonléan kapjuk, hogy

Blpi ,8 Clpi Y
BB, a+p+7’ CC, a+pB+~

amibol azonnal kdvetkezik, hogy a vizsgalt ardny értéke konstans, mindig 1.

2.7. Ha (lasd az 1. dbrat) AP N BC = A, akkor

Tch_Alp_ (0
Teac A1A  a+B+7

igy
Tppc Tcpa Tapar
Tppc : Topa: Tapp = Tore Topx Tacs ~ & By
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2. Tomegkéozéppont Megoldasok

2.7M.1. ébra.

Megjegyezziik, hogy az A; pont mindig létrejon, ha 8 4 v # 0, ellenben ha 5 + v # 0, akkor
nem johet létre, AP parhuzamos a BC' egyenessel. Ha pedig o + S+ v = 0 — és csak ekkor — a
P pont nem lesz valédi pont, az AA;, BB, CCy egyenesek ilyenkor parhuzamosak.

2.8. Ha P, az A®BPC" témegpontrendszer silypontja és T az ABC haromszog teriilete, akkor
a 7. feladat eredménye szerint az APB, BPC, C' PA haromszogek teriilete rendre

T T 5 T
) « 9 M
a+pB+y a+B+y a+pB+7y
Vizsgaljuk az A1 PBy, B1PCi, C1PA; haromszogek tc, t4, tp teriletét is!
tc  PA;-PB af

Tapg PA-PB ~ (v+B)(v+a)

y

tehat
lo =T afy
(v+B)(y+a)a+B+7)
és ehhez hasonléan
- apfy
BH+a)B+y)(a+B+7)
apy
ta=T .
(a+y)(a+B)(a+B+7)
Vegylik észre, hogy t = t, + tp + t¢, azaz kozos nevezore hozas és egyszertisités utdn
apy
t=2T . 1)
@ )0+ BB+ ) (
Maésrészt
& o CB1 . CA1 06,8

T CA-CB  (v+a)(y+h)

és ehhez hasonléan adodik TTB valamint TTA, tehat

apfy 2
TATgTe = T3 < ) . 2
s T a)at BB+ )
A (1), (2) egyenletek 6sszevetésébol
t*T = ATATRTe. (3)

Mivel T =t + Ty + Tg + Te, igy (3)-bél

t2(t+ Ty +Tp+Tc) = ATATRTe,
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Megoldasok 2. Tomegkéozéppont

azZaz
t3 4+ t3(Ty 4+ Tp + Tc) — ATATETc = 0. (4)

Ha példéul T4, T, Tc pozitiv mennyiségek, akkor (4) gyokeinek szorzata — a 4T4TpTc men-
nyiség — pozitiv, igy a gyokok koziil egy vagy harom pozitiv. Masrészt a gyokok kéttényezds
szorzatainak Osszege (4)-ben zérus, tehat nem lehet harom pozitiv gyok. Ezek szerint (4) egyetlen
pozitiv gyoke megadja az egyetlen lehetséges eredményt t-re.

2.9. Egy sulyozashoz tartozé toémegkozéppont pontosan akkor esik az adott egyenesre, ha a
sulyozott pontrendszernek az adott egyenesre vonatkozé forgatényomatéka zérus. Ennek szam-
bavételéhez jeloljiik ki az egyenes egyik normélvektorat (elég egy az egyenesre merdleges irdnyitas
rogzitése is) és jelolje d4, dp és do a haromszog egyes csicsainak az adott egyenestél mért irdnyi-
tott tavolsagait! Az (A%, B, C7) stlyozas akkor és csakis akkor megfelel, ha

dg-a+dg-B+dc-v=0. (1)

2.10. Feltessziik, hogy az A1, By, C1 pontok egymastol kiilonb6zok és rendre az
(AO,BO”,CO‘Q), (AﬁQ’BO’ 051)’ (A", B, CO)

sulyozashoz tartozé tomegkodzéppontok.
Vizsgaljuk azt az esetet, hogy a pontok egy egyenesen vannak, melynek egyenlete:

da-a+dp-f+dc-v=0, (1)
tehat
da-0 + dp-ag + do-as = 0 _— g_?:_z_g’
da-Po + dp-0 + dc-B1 = 0 — Ff:_ﬁ—fS
da-v1 + dp-v + dc-0 = 0 — %:_g_g'
Mivel
&:ABl %:CAl E:BC&
g1 BiC’ ar  AB’ o CiA’
igy a fenti harom jobb oldali 6sszefiiggés szorzata:
<_d_0>.<_d_3>.<_d_A> )
azaz
1= ABy CA; BCy @
~ Bi1C A\BC1A’

A (2) feltétel tehat sziikséges ahhoz, hogy az A;, By, C1 pontok egy egyenesre essenek. Az
Olvaséra hagyjuk annak igazolasat, hogy elégséges is.

2.11. Tekintsiik az (A% C%; E?) tomegpontrendszert (ldsd az 1-3. 4brasorozatot)! Mivel
(A% E%) = A2 & (C%E®) =CY,
igy (A%, C%, E9) tomegkozéppontja az A;C) szakaszon van. Mésrészt
(A% C%) = (B% D), gy (A%C° E%)=(B%D%E).
A (B D, E?) pontrendszert szétbontjuk a (BS; E4), (D%; E®) témegpontrendszerekre. Tudjuk,
hogy (BY; E*) = B{°. Tekintsiik azt a Dy pontot, amelyre (D% E°) = Di'. Az eredeti témeg-
pontrendszer sulypontja a By Dy szakaszra is illeszkedik, tehat a By Do, A1C; szakaszok metszOk,

azaz Do az A1B1C pontokon dtmené siknak és az ED egyenesnek is pontja, tehat Dy = Dq. A
D5 pont definiciéja szerint £2L = &

D1D — 5
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2. Tomegkéozéppont Megoldasok

2.11M.2. abra.

2.12.

1. megoldas. Felhasznéljuk az alabbi Osszefiiggéseket :
ATp = ATp = s, BTp =BT =s—c¢, CTe=CT =s—b,

ahol s a haromszog félkeriiletét jeloli (lasd az 1. abrat).
Helyezziink rendre
“(s=b)(s—c),  s(s—b), s(s—o)
eléjeles sulyokat az A, B, C' pontokba! Az igy kapott stulyozott pontrendszer D tomegkozép-
pontja az AT egyenesen van, hiszen

(Bs(s—b); Cs(s—c)) — Tas

Maésrészt
(A*(sfb)(sfc); Bs(s—b)) — Tg(sfb)’

azaz D illeszkedik a C'Tp egyenesre és
(A*(sfb)(sfc); Cs(s—c)) — Tg(sfc)

miatt a BT egyenesre is. Az AT, CTp, BT¢ egyenesek tehdt egy pontban metszik egymaést,
épp ezt kellett igazolnunk.
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Megoldasok 2. Tomegkéozéppont

2.11M.3. abra.

2.12M1.1. bra.

2. megoldas. Azt kell igazolni, hogy az AT, BTy, C'I's egyenesek egy ponton mennek at. A
Ceva-tétel pont errdl a szitudciordl szol, csak kissé szokatlan, hogy a P pont a haromszogon
kiviil helyezkedik el. Mivel

ATp BT Cle S s—c s—bi1
TgB TC TcA —(s—¢) s—b —s '

igy a Ceva-tétel szerint valéban egy ponton megy at az emlitett hirom egyenes.

3. megoldas. Egy korrol és érint6irdl szdl a feladat. Alkalmazzuk az alabbi nevezetes tételt!

Brianchon tétel Ha egy hatszégbe kipszelet irhato, akkor a hatszég szemkiztes csicsait
0sszekdtd egyenesek egy ponton mennek dt.

Mostani hatszogiink kissé elfajult. Oldalegyenesei:
AC, AC, CB, CB, BA, BA.

Ha egy érinté hatszog két szomszédos oldala egybeesik, akkor metszéspontjuknak azaz kozos
csucsuknak az érintési pont tekintends, ugyanis ha kissé elmozditjuk az egyik éritot, hogy egy
kozeli pontban érintsen, akkor a létrejové metszéspont az érintési pontok kozelében lesz. Igy a
csicsok:

ACNAC =T¢, ACNCB=C,
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2. Tomegkéozéppont Megoldasok

CBNCB=T, CBNAB-=B,
ABNAB =Ty, ABNAC = A,

a szemkoztes csticsokat 0sszekotd egyenesek pedig:
TeB, CTg, TA,
amelyek tehat igy a tétel értelmében egy ponton mennek at.

2.13. El6szor helyezziink tomegeket a P, B, () pontokba gy, hogy tomegkozéppontjuk D-ben
legyen! Ha BA = a1, AP = ag, BC = v, CQ = 72, akkor a

(PQI'YQ’ BOlQ’YQ’ Q'YlOlQ) (1)

tomegpontrendszer megfelels (14sd a 2. dbrat), hiszen

BA a1 aiy

AP )] B 06272’
igy a (P*72 B*272) alrendszer helyettesitheté egy A-ra helyezett tomeggel, tehdt a teljes rend-

szer tomegkozéppontja az AQ) egyenesen lesz, mig

BC v am

CQ v vy

igy a (Q792, B“272) alrendszer helyettesithets egy C-re helyezett tomeggel, tehat a teljes rend-
szer tomegkozéppontja egyuttal a C' P egyenesen is rajta lesz.

2.13M.2. abra.

Ha at akarjuk helyezni a rendszer tomegkozéppontjat a BD atlo E felezOpontjaba, akkor a B
csticsba még ugyanannyi tomeget tesziink, mint eddig Osszesen:

(Pawz’B2a2’yz+a1’yz+’yla2’Q'y1ag) = BT (2)

Most sulyozzuk ugy a P, B, (Q pontokat, hogy tomegkozéppontjuk az AC szakasz F' felez6pon-
tjara essen! A
(Pa1(’y1+’Y2)’ Ba2(71+’Y2)+72(011+042)’ Q’Y1 (a1+012)) (3)

sulyozas megfelels, hiszen

(pa1(71+W2)’Ba2(W1+W2)) = A(a1+a2)("¥1+72)’

mig
(Q’Yl(al‘i‘OQ)’ B’v2(a1+a2)) = C(Oé1+0¢2)(71+W2)’

Q7
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gy
(Pa1('y1+'yz)’Baz('y1+'y2)+'yz(a1+a2)’ QM (a1+a2)) = FV.
Ha most a (2) témegpontrendszerben minden csiicsndl levessziik az ottani silybdl a (3) tomeg-

pontrendszerben feltiintetett sulyt, akkor az (E*, F~Y) stlyozassal ekvivalens stlyozashoz jutok,
amelynek tomegkodzéppontja az E'F' egyenesen van. Ez a silyozas konkrétan

(PQI'YI’BO’Q'YIQI) ’ (4)

tehdt tomegkozéppontja a P(Q szakasz G felez6pontja. Ezzel belattuk, hogy E, F és G egy
egyenesen vannak.

2.14. Jeldlje az ABC haromszog AB, BC, C'A oldalainak hosszat szokédsosan ¢, a és b! Tek-
intsiik az (A%, B®,C°¢) tomegpontrendszert! A szogfelezd tétel szerint ennek a pontrendszernek
a tomegkozéppontja a hdromszog beirt korének I kézéppontja! A tomegpontrendszernek a sajat
sulypontjara vonatkozé tehetetlenségi nyomatéka:

Or = m(abc2 + bea® + cab?) = abe, (1)
mig a korilirt kor O koézéppontjara vonatkozd tehetetlenségi nyomatéka
Oo=0a-0A*> +b-OB? +¢-0OC? = (a+ b+ )R> (2)
Steiner tétele alapjan a két tehetetlenségi nyomaték kozott az
©0 =01+ (a+b+c)OI? (3)

osszefiiggés all fenn. Mivel OI = d, abc = 2Rabsiny = 4RT és (a + b+ ¢) = 2T/r, ahol T az
ABC haromszog teriilete, igy (1)-et és (2)-at (3)-ba irva kapjuk, hogy

(a+b+c)R? = abc + (a + b+ c)d?,

azZaz b
2 ase 2
77_’_ R
(a+b+c)
igy
R? —2Rr = d°. (4)

2.15. Tegyiink a haromszog mindhdrom csicsdba egységnyi tomeget és szamoljuk ki a rendszer
sulypontra, majd az AB oldal F felez6pontjara vonatkozo tehetetlenségi nyomatékat!
A VI. alapelv szerint
2 124 2
a4+ b +c
Os=—5 —

mig a IV. alapelv szerint

2 2 2 9 c\? c\?
Op = FC>+ FA> + FB :50+<§> +<_> ’

a Steiner-tétel szerint (V. alapelv) pedig

2
@F—@S+3FSQ—®5+3(%> :

2 2 2 2 2 2
c c a®+b°+c s
2 (5) +(5) =5 e(5)
Sczf'

azaz

és ebbol

QR



2. Tomegkéozéppont Megoldasok

2.16. Tekintsiik az
(Aq’ BP, Cp+q)

stilyozott pontrendszert. Mivel a II. alapelv miatt (A9, BP) = FP%4 {gy az 1. alapelv miatt
(A4, BP,CPT9) = S?P+24 ahol S az FC szakasz felez6pontja.

Szamoljuk ki a rendszer sajat sulypontjara, majd az F' pontra vonatkoz6 tehetetlenségi ny-
omatékat!

A VI. alapelv szerint

2 b2 2
0y = PP+ +dp+ O +pa” _p o G, 21 o
2(p+q) 2. 2 2p+q)
mig a IV. alapelv szerint
2 2 2 2 pe \? ge \?
Or = (p+ FC + gP A + pFB? = (p+ )FC” g (22 ) o p (1) -
pP+4q P+4q
bg o
= (p+q)FC* + ——¢2,
(P+q) s
a Steiner-tétel szerint (V. alapelv) pedig
FC\? +
@F = @5+2(p+Q)FS2 = @5+2(p+q) (T) = @5’4‘1%1702,
azaz N
Pg o2 P 2 92 pq 2  PT4q 2
+q)FC? + - =La% 4 20 + &+ FC?,
p+9) p+q 2 2 20p+q) 2
és ebbdl
FC2 p 2 + q b2 o bq CQ.

= a
p+q p+q (p+ q)?

2.17. a) Legyen Cy = A;B; N AB. Helyezziink stlyokat az A, B, C pontokba tgy, hogy a
rendszer tomegkozéppontja Co-ben legyen! Mivel Cy € AB, igy a C' cstcsra 6sszességében nulla
tomeget kell tenni. A szogfelez6 tétel szerint % = <, mig fj‘é = 7, lgy AC° = B{Te és
BbCe = Al{+c. Ennek alapjan megfeleld lesz a A°B~° témegpontrendszer, hiszen

Aanb _ Aanchfc _ AaCchbcfc _ B<11+cAl—b—c’

és igy a tomegkozéppont valéban az AB, Ay By egyenesek Cy metszéspontjaban lesz.

Tekintsiik még az A pontnak a C-bdl induld kiilsé szogfelezére vonatkozé tiikérképét, az As
pontot, valamint az AAs szakasz Ap felezGpontjat, amely az emlitett kiils6 szogfelezére esik.
Mivel A3C =bés CB = a, igy

Aanb — AaAg—anb — AaAngbAga — A%acfbfa’

tehat a pontrendszer Co tomegkozéppontja valéban illeszkedik a C' csticshoz tartozd kiilsé
szogfelezére.

b) Altaldnosan kezeljitkk a kérdést. Az is igaz, hogy ha AA;, BBy, CC, tetszbleges Ceva
szakaszok — azaz Ay € BC, By € CA, C1 € AB és AA;, BBy, CC; egy kozos P pontban
metszik egymast — és

Cy=A1B1NAB, By =C1A1NCA, Ay = B1C1 N BC,

akkor Ao, By és (5 egy egyenesen vannak.

Q0
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Ha A*BACY = PtA+7 | akkor
A°BP = cotP BBCor = AP ovAc = BOTY,
és igy
A®B™P = A*BPC0 = A*CYBTPCT = BOTTA P,
tehat a tomegkozéppont az ABN A1 By = Cy pont: A*B~—F = Cy ~#. Ehhez hasonléan juthatunk

el a By, As pontokhoz, az alabbi tabldzat mutatja, hova mennyi silyt tegyiink:

A| B | C
Ay | 0 B | —
By:| —a| O ¥
CQZ « —,3 0

Lathato, hogy az Ay, Bs, C5 pontok mindegyike rajta van az

Lty o (1)
—r+Sy+—z=
a BTy

egyenletli egyenesen, tehat mindegyikiik olyan A* BYC* silyozassal kaphat6 meg, amelyre fennéll
a (1) relacio.

2.18. A k beirt kort érint6 egyenes olyan haromszogeket alkot az eredeti haromszog két-két
oldalaval, amelynek beirt vagy hozzairt kore a k kor. Ezért tobbszor is sziikségiink lesz az alabbi
lemmara.

Lemma Az ABC haromszoghoz rogzitett (x4;xp;xc) baricentrikus koordindtarendszerben
az I(ia;ip;ic) pont akkor és csakis akkor kézéppontja az ABC héaromszog beirt vagy valamelyik
hozzairt korének, ha

i3  BC? %,  CA? i _ AB? )
iy, CA? iz, AB? % BC?

Valéban, a beirt kor kozéppontjanak koordinatai a szokésos jelolésekkel (a;b;c), mig a BC,
CA, AB oldalakhoz hozzairt korok kézéppontjai rendre

(—a;b;c), (a; —b;c), (a;b;—c),

és pont az ezekkel ardanyos szamharmasok elégitik ki a (3) Osszefiiggést.

Messe az ¢ egyenes a haromszog AC oldalegyenesét a Ba(a;0;¢,), a BC oldalegyenest az
Ay (0;b; ¢p) pontban, ahol (1)-nek megfeleléen

gaa + gcca = 07 &)b + §ccb = 0. (4)

Mivel
Ia+b+c _ AaBch _ BélJrcaAg-l-chcfcafcb’ (5)

igy a Lemma szerint csak azt kell ellenérizni, hogy

(a+cq)?  AC? (b+a)*  CBj3 (c—ca—cp)?  BoAj (6)
(b+cp)2  CB3’ (c—cq—cp)?  BoAd’ (a+c)?  AC?
Mivel
CBQ _ a CA2 o b
CA  co+a’ CB ¢, +0b

a0
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igy
ab ab

CBy = 5 CAy = )
2 Ccq+a 2 cp+0b

tehat (6) elsé egyenlete teljesiil.
Az ABC haromszogre vonatkozo koszinusz tételbdl az AC B/ = ~y szbgre

a? + b2 — 2
20087:76 ,
a

és 1gy az As BoC haromszogre vonatkozo
AoB3 = CB3 4+ CA3 — 20ByC Ay cosy
koszinusztételbol

a?+ b2 — 2

2 (9)

ca +a)(cp 4+ b)\?
(( } 3( : )) A3B3 = (e +b)* + (ca +a)* = (c5 + b)(ca + a)
A (6) egyenletek szorzata azonosan teljesiil, igy elég koziilikk kettét ellendrizni. Mivel az elsét
igazoltuk, alabb csak a harmadikra, a

By A2

(C — Cq — Cb)2 = A,C?2 (a + Ca)2

reldciéra koncentralunk. A (7) (9) osszefiiggéseket felhasznélva a
a? +b* — 2
ab

Osszefuggéshez jutunk. Ebben felbontjuk a zardjelek és atrendezziik a c,, ¢, valtozok polinom-
jaként és leosztunk a mindeniitt megjelend (a + b + ¢) tényezével:

(c—ca—cp)? = (cp+b)*+ (ca +a)* — (cpy +D)(cy +a)

cach(a+b—c)—cqbla—b+c¢)—cpa(—a+b+c) =0. (10)

A (4) relacidk segitenek, hogy megkapjuk az ¢ egyenes egyiitthatéira vonatkozé Osszefiiggést:

ab(a +b— c)gggb +abla—b+ C)% +ab(—a+b+ C)% =0,
azaz,
(5 - C)gafb + (5 - b)fafc + (5 - a)fbfc =0, (11)
vagy a kivant Osszefiiggés még egyszeriibben:
seystbystay (12)

§c §b ga

2.19. Jeldlje az £ egyenes el6jeles tavolsigat az A, B, C pontoktdl rendre o, § és vy, azaz legyen
{ egyenlete az A, B, C pontokhoz rogzitett baricentrikus koordinatarendszerben

axa+ Prp + yxe = 0. (1)

Tehat a (1) egyenes pontjai azok a pontok, amelyek olyan A*A B*BC*C sulyozéssal adhat6k meg,
amely stlyokra teljesiil a (1) relacié. A beirt kor I kozéppontja is illeszkedik ¢-re, és I az A*B*C*®
tomegpontrendszer silypontja, igy

aa+ b+ e =0. (2)

[0)]
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I-bél kiindulva most cseréljiik ki az A% témegpontot az A7 “ téomegpontra! A tdmegpontrend-
szernek az ¢ egyenesre vonatkozo forgatényomatéka nem valtozott, tehat tovabbra is zérus, az
0j tomegkozéppont is f-en van.

Cseréljik ki most az A} tomegpontot az A5 * tomegpontra! Ezzel sem valtoztattunk a f-re
vonatkoz6 forgatényomatékon, de most mar mindegyik témegpontunk az AB egyenesen van,
tehat a tomegkdzéppont az A3 = £ N AB pont,

AQ—aBch — Ag—a-{—b—i—c (3)

A

2.19M.1. abra.

Szeretnénk kitalalni, hogy az As pont hol helyezkedik el a BC' egyenesen, tehat szeretnénk
stulyokat tenni a B, C pontokra, hogy tomegkozéppontjuk As legyen. Elészor tegyiink tgy su-
lyokat B-re és C-re, hogy a tomegkdzéppont As-ban legyen és az 6ssztomeg annyi legyen, mint
az elébb: (—a + b+ ¢)! A (1) egyenletbél ismertek a B, C' pontokbdl az ¢ tengelyhez tartozé
er6karok aranyai _75 = 538, igy

B#(—a—l—b-{-c)cﬁ(—a—kb-i-c) _ AgaerJrc (4)

A (3), (4) tomegpontrendszerek Gsszevetésébdl kapjuk, hogy
B#(—a—l—b-{-c)—bcﬁ(—a-i-b—kc)—c _ A;a (5)

A (v — B) mennyiséggel atszorozva, a (2) Osszefiiggést felhasznalva, egyszeriisités utdn kapjuk,
hogy

B~ vQath — Ag—w (6)
Ehhez hasonléan kaphatjuk az A, B, C pontok azon sulyozasait, amelyek tomegkozéppontja a
By illetve a Co pont. Az eredményeket tablazatba foglaljuk Gssze:

A B C
Ag: 0 —a—7v| a+p
By: | B+~ 0 -«
Cy: | =y =B | 7+« 0

Lathato, hogy az Ay, Bs, C5 pontok mindegyike rajta van az

1 1 1

+ + =0 7
By T yta’ Tatp” ™

99
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egyenletli egyenesen, tehat mindegyikiik olyan A* BYC? stlyozassal kaphat6 meg, amelyre fennall
a (7) relacié.

b) A (7) egyenesrdl a 18. feladat eredménye alapjén eldonthet8, hogy érinti-e a beirt kort.

(s—a)(B+7)+(s=b)(v+a)+(s—c)(a+p) =

=a(s—b+s—c)+pB(s—c+s—a)+y(s—a+s—b) =aa+ b+ e,

tehat a (2) Osszefiiggés szerint az egyenes tényleg érinti a beirt kort.

2.21. a) Szamitsuk ki a A'e BC' = P! témegpont tehetetlenségi nyomatékat az O ponton
atmend az ABC sikra mer6leges tengelyre vonatkozdlag. (Alkalmazzuk az V., V1., alapelveket!)

b) Alkalmazzuk az a) feladatrész eredményét a D = P pontra! Mivel -4 = & —<

stna sinf8 — siny

= 2r, igy az ABD, BCD, CDA héromszogek teriiletének abszolit értéke rendre ;DA - DB,
wDB - DC, %DC - DA, amibdl a tertiletek eléjelét is figyelembe véve adddik az allitas.

2.22. Alkalmazzuk a 2.21 feladat allitasat!

2.23.

PiP} = = ((B1 = B2) (1 —12)a® + (31 = 72)(@1 — a2)b? + (a1 — a2)(B1 — Ba)e?)

3. Inverzid

3.1. Legyen az inverzié alapkore k, kozéppontja O, az invertaland6 pont P.

Harom esetre bontjuk a feladatot.

I. eset: P illeszkedik a k korre. Ekkor P’ = P.

II. eset: P a k kor kils6 pontja (lasd az 1. dbrat). Legyenek P-bol a k korhoz hazott érin-
t8k érintési pontjai B és C. Allitjuk, hogy B-nek és C-nek az OP egyenesre vonatkozé kozos
merdleges vetiilete — tehdt a BC' szakasz felez6pontja — P’. Valéban, az O BP derékszogli hirom-
szogre vonatkozd befogd-tétel (masképp: az OBP’, OP B haromszogek hasonldsaga) szerint erre
a P’ pontra OP' - OP = OB?, ahol OB a k kor sugara, igy P’ a P inverze.

IT1. eset: P a kor bels6 pontja. Az az 1. brat most forditva szerkesztjiik meg. A P-ben az OP
egyenesre allitott merdleges a k korbél kimetszi a B, C' pontokat, és az azokban k-hoz huzott
érint6k egymast P invertaltjdban metszik. Ennek igazoldsa a II. esetével analdg.

B

/I,

C

3.1M.1. ébra.

(0323



Megoldasok 3. Inverzio

3.2M.1. é4bra.

3.2. Jeldlje az inverzié alapkorét ¢, kdzéppontjat O, az invertdland6 pontot P.

Tegyiik fel el6szor, hogy a P kozépponti PO sugard kor metszi az ¢ kort, legyenek a met-
széspontok T4 és Th. A T illetve Ty kozépponti 710 (= T»0) sugaru korok O-n kiviil még egy
pontban metszik egymast, legyen ez (). Kénnyen igazolhatd, hogy () a P inverz képe i-re, ha
figyelembe vessziik, hogy az OTy P, OQT] haromszogek hasonlbak.

Ha a P kozépponti PO sugart kor nem metszi az i kort, akkor az alabbi elokészito eljarast
hajtjuk végre. Az OP szakaszbdl kiindulva szabélyos haromszogracsot szerkeszthetiink a korzo
segitségével és igy megszerkeszthetjiik az OP félegyenes P, Ps, ...pontjait, melyekre OP, =
=20P, OP; = 30P, .... Valamely n-re a P,, pont P), inverze méar szerkeszthet6 lesz. Ezek utén
az OP) szakaszra alapul6 szabalyos haromszogracesal megszerkesztjiik az OP,, félegyenes azon
Q pontjat, amelyre OQ = nOP),. Ez a @ pont a P invertéltja, hiszen

?"2 ?"2 7“2

n

op~ "nop” "OP,

= nOP. = 0Q.

3.3. Jeldlje az adott pontokat O és P. Két szabalyos haromszog szerkesztésével ,,duplazhatd”,
hiarommal triplazhaté az OP szakasz, azaz megszerkesztheté az a P, és az a P3 pont, amelyre
az O P, szakasz felez6pontja P, illetve az OPj szakasz O fel6li harmadolépontja P. A Py, P3
pontok képe az O kozéppontd P ponton atmené korre vonatkozé inverziénal az OP szakasz
Pj felez6pontja illetve P; harmadolépontja. Ezeket a 3.2. feladat megolddsa alapjan szerkesz-
thetjiik.

3.1. a) AOBZ = A’OB’/ hiszen pozitiv paraméterii inverziénél az OA, OA’ félegyenesek meg-
egyeznek egymaéssal csakigy, mint az OB, OB’ félegyenesek, mig negativ paraméterti inverziénal
OA és OA' illetve OB és OB’ is egyméssal ellentétes (ugyanazon az egyenesen ellenkezd irdnyt)
félegyenesek.

Az inverzié definicija szerint

A=0A-0A' =0OB- OB, (1)

amibdl 8—§ = 8—%, tehat az egyenlé szog melletti oldalak ardnya egyenld, a két haromszog

valéban hasonlé.
b) Ha a négy pont nincs egy egyenesen a G.I1.11.5. feladat allitasa szerint (1)-b6l kovetkezik,
hogy egy koron vannak. (Az O pont hatvinya az ABA’ korre A, igy B’ is rajta van ezen a koron.)

oA
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3.2. b) A kép az OT szakasz Thalesz kore — kivéve magat az O pontot —, ahol T" az e egyenes
és a T' kor érintési pontja.

3.2M.1. abra.

c) A T pont képe 6nmaga a rajta d&tmend k korre vonatkozd inverziénal.

Legyen P az e egyenes tetszoleges T-t61 kiilonb6z6 pontja és @ az O P félegyenes és OT Thalesz
korének O-tdl kiilonb6z6 metszéspontja. Az PTO haromszog derékszogii, az OP atfogéhoz tar-
tozd magassidg épp Q71', hiszen a Thalesz-tétel értelmében T'QO/L derékszog. A Befogo-tétel
szerint OQ - OP = OT?, ami épp azt jelenti, hogy P és @ egymas képei az OT sugari kérre
vonatkozé inverziénal. Tehat e pontjai a Thalesz korre keriilnek.

Megforditva, ha @) az OT szakasz Thalesz korének O-tdl és T-t6l kiilonb6z6 pontja, akkor az
0OQ) félegyenes és az e egyenes P metszéspontjara elmondhaté az el6z6 bekezdés gondolatmenete,
P és ) egymés képei az inverional. Tehat a Thalesz kor barmelyik O-t4l kiillénb6z6 pontja eléall
képként.

3.3. Kilencszeres nagyitéassal.
Tekintsiink dltalaban egy A1 és egy Ao paraméterii O centrumi inverziét. A P pont két képe
— Py és P, — az OP iranyitott egyenesen helyezkedik el az OP - OP; = A, OP - OPy = X

reldcidknak megfeleléen. A két Osszefliggés hanyadosa: 8—% = i—f, tehat a P, pont a P; pont

képe az O centrumit 2 aranyu nagyitdsnal.

A konkrét esetben ﬁ—f = % = (T—Q)Q =0.
3.4. Ha e atmegy az inverzié O centrumén, akkor képe lényegében 6nmaga, csak maginak az
O pontnak nincs képe a sikon, illetve O nem képe a sik semelyik pontjanak sem.

Ha e nem megy at az inverzié centrumaéan, akkor képe egy O-n atmené kor. Ha az O-bdl e-re
allitott meréleges talppontja T, és T képe az inverziénal T”, akkor e képe az OT" szakasz Thalesz
kore az O pont nélkiil. Ez a 3.2-3.3. feladatok mintdjara igazolhaté.

—
3.9. a) A P pont P’ képe az OP egyenesen van, tehat valamely o valés szimmal OP' = aOP.

. Ny ;e . 75 9 p ?2
Az inverzi6 definicidja szerint az O P, O P’ vektorok el6jeles hosszanak szorzata A, azaz cOP =

‘ A 1Az A
= A, tehdt a = 795, P (ngyz, $2+yy2) .
A,

b) Az inverzié inverze ugyanaz az inverzid, tehét a P(z;y) pont a P’ (xQ wyB x;‘—fyg) pont

képe.
c) A P(z,y) pont akkor és csakis akkor van rajta a megadott egyenletli alakzat képén, ha
a P pont 6se rajta van az eredeti alakzaton, tehat ha a P pont 0sének koordinatai kielégiti az

[0]=9



Megoldasok 3. Inverzio

alakzat egyenletét:
A (L)z_F(L)z _’_B<L>+C<L>+D_O
x2+y2 x2+y2 x2+y2 x2+y2 -

<L>2+< Ay >2:)\2(x2+y2)_ )2

$2+y2 $2+y2 ($2+y2)2 - $2+y2’

Mivel

fgy (22 + y?)-tel valé atszorzas utn a
AD(z% +y?) + ABz + \Cy+ A =0 (1)

egyenlethez jutunk.
d) Az
A +y?)+ Bz +Cy+D =0 (2)
A-tdl fiiggben kor vagy egyenes egyenlete és D-t4l fiiggben dtmegy az origén, ami az inverzid
centruma, vagy nem megy at rajta. Részletesen:

paraméterek alakzat

A=0,de B#0vagy C #0 | egyenes

A#0 kor (pontkor, képzetes kor)
D=0 atmegy az inverzié centruman
D#0 nem megy at az inv. centruman

Az 1., 2. egyenletek Osszevetésébdl lathatd, hogy az inverziénal
a centrumon atmend egyenes képe a centrumon atmené egyenes;
a centrumon atmend kor képe a centrumon at nem mend egyenes;
a centrumon at nem mend egyenes képe a centrumon atmené kor;
a centrumon at nem mend kor képe a centrumon at nem mend Kor.

3.10. Az inverzié O; centrumat a vizsgdlt k kor Oy kozéppontjaval 6sszekdto e egyenesen szé-
molunk. Kissé altalanosabban dolgozunk, az i inverzié paramétere legyen ), a feladatban A = 2.

Legyen e Nk = {A, B}. Tekintsiik az e egyenest olyan szdmegyenesnek, amelynek origdja O;
és Oy, felé van irdnyitva. Az O, A, B pontoknak feleljenek meg rendre a 6 = d, a, b szadmok,
ahol tehat 228 — R, a2 — 4. Ezekbsl

a+b la — b 2 2
b= (22 —d? - R2.
“<2><2> R

Az A, B pontok i inverziénal szdrmazé A’, B’ képeinek megfelel§ szdmok 2
k' képének kozéppontjanak a

2 b, tehat a k kor

y_ath_atbr A
2 2 ab d®—R?
szam felel meg, mig k' sugara
, 23| [pb=aX] | AR
L T R B ey =2

A képkor sugara tehat

. r3d
tavolsadga d' = [E=R

I d2 RQ‘ mig a képkor kozéppontjanak az inverzié centrumétédl mért
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3. Inverzio Megoldasok

3.12. Vegyiik észre, hogy az 1. eset a II. eset specidlis esete, amelyben az egyik A-n és B-n
atmeno kogyenes egy egyenes. Ezek utan csak a II. esetet vizsgaljuk.

Tegyiik fel elészor, hogy i kicseréli egyméssal A-t és B-t és tekintsiink az A, B pontokon
atmend tetszdleges k kort. Az inverzié paramétere, a A = OA - OB mennyiség egyben az O
pont k korre vonatkozo hatvanya. Legyen C a k kor egy tetszoleges tovabbi pontja és az OC
egyenes még D-be messe k-t — illetve legyen D = C', ha OC érinté. Az O pont k kérre vonatkozé
hatvanya ezen a szel6n is leolvashaté: A = OC - OD, azaz i kicseréli C-t és D-t is, tehat k-t
onmagara képezi.

Megforditva, tegyiik most fel, hogy két kiillonb6z6 A-n és B-n atmend kdgyenes is dnmagara
képzbédik az i inverziéonal. Két kogyenes legfeljebb két pontban metszi egymast, tehit az adott
esetben épp kettoben, A-ban és B-ben. Az A pont rajta van mindkét kégyenesen, amelyek fixek
i-nél, tehat A képe is rajta van mindkét kogyenesen, azaz A képe A vagy B. Mivel A nem fixpont,
igy képe B, egyuttal B képe A, ahogy allitottuk.

3.13. Tekintsiik az AA’ = a egyenest. Az A-t és A’-t kicseréld O inverzié centruma az inverzi6
definiciéja szerint az AA’ egyenesen van és kiilonbozik az A, A’ pontoktdl. Megforditva, ha
O az a egyenes A-tol és A’-t6l kiilonbozd tetszbleges pontja, akkor az O centrumi OA - OA’
paraméterti inverzié kicseréli egymadssal az A, A’ pontokat (ha O az AA’ szakasz bels§ pontja,
akkor az OA - OA’ szorzat értékét tekintsiik negativnak).

A tovabbiakban két esetet kiillonboztetliink meg aszerint, hogy B illeszkedik-e a-ra vagy nem
illeszkedik ra.

Ha B nem illeszkedik a-ra, akkor tekintsiik az AA’ B haromszog k koriilirt korét. A 3.12 feladat
eredménye szerint az A-t és A’ egymédssal kicseréld inverzié énmagara képezi a k kort, tehat B-
t a k valamely A-tél és A’-t6] kiilonboz6 pontjaba viszi. Masrészt ha B’ a k kor tetszdleges
A-t6l és A’-tél kiilonbozé pontja és a BB’ = b egyenes — illetve B = B’ esetén a k kor B—
beli b érintéje — az O pontban metszi a-t, akkor O kiilonbozik az A, A’ pontoktdl és az O
centrumi, A = OA - OA’ paraméter(i inverzié k-t onmagdra, B-t B’-re képezi. El6fordulhat,
hogy az a, b egyenesek parhuzamosak egymadssal, ekkor nincs inverzi, szerepét az AA’ szakasz
t felezbmerdlegesére vald tengelyes tiikrozés veszi at, az cseréli ki egymadssal A-t és A'-t, illetve
B-t és B’-t. A keresett mértani hely tehdt a k kor kivéve hdrom pontot: A-t, A’-t és B t-re
vonatkozo tiikkorképét.

Ha B illeszkedik a-ra, akkor tekintsiik ezt az egyenest szamegyenesnek. Az A, A’, B pontokhoz
illetve a keresett B’ ponthoz rendelt valés szdmok legyenek rendre o, o/, 3 illetve 3. Az O pont
akkor és csakis akkor megfelel6 inverziés centrum, ha az O-nak megfeleltetett x valds szamra

(@ —2z)(@ —z) = (B—2)(B —x) #0. (1)

A zéarodjelek felbontdsa utén x-re linedris egyenletet kapunk, mely rendezéssel a

ad = BB =z ((a+d)—(B+ ) (2)

alakra hozhatd. A (2) relacié jobb oldaldn az = egyiitthatéja pontosan akkor zérus, ha %O‘/ =

8 ';5 ', azaz ha az AA', BB’ szakaszok felez6pontja egybeesik. Ebben az esetben a A = —1

aranyhoz tartozé specialis inverziorol, a kézéppontos tiikkrézésrél van szd, de alkalmas tengelyes
titkrozés is kicseréli A-t A’-vel és B-t B’-vel.

Minden més esetben a (2) egyenletbdl egyértelmiien meghatarozhaté x értéke és az (1) szorzat
megadja az inverzi6 paraméterét. Ez csak akkor lehet zérus, ha az (1) relaci6 egyszerre mindkét
oldaldn nulla 4ll, tehit csak akkor, ha az A, A’ pontok egyike megegyezik a B, B’ pontok
egyikével. Tlyenkor tényleg nincs megfeleld inverzid, vagy trividlis az allitdas (A = B és A’ = B’
ill. A= B'és A" = B). Tehdt B’ az a egyenes tetszbleges pontja lehet, kivéve hdrom pontot:
A-t és A'-t, valamint a B pont AA’ felez6pontjira vonatkozé titkorképét.

q7



Megoldasok 3. Inverzio

3.14. Az inverzi6 centruma az AA’ egyenes egy olyan O pontja amelyre
OA-0A =0C>. (1)

Ha A, A’ és C nem kollinearis, akkor a fenti osszefliggés a szel6tétel alapjan gy is értelmezhetd,
hogy az AA'C haromszog koriilirt korét érinti az OC' egyenes, azaz O a ponthdrmas koriilirt
kore C-beli érint8jének az AA’ egyenessel valé metszéspontja.

Az A, A’, C pontok kollinearisak is lehetnek. Erre az esetre térjiink vissza a 3.15. feladat
megoldasa utan!

3.15.

1. megoldas. Legyen a K kor kozéppontja O, sugara r, mig M a K kor tetsz6leges, de az AA" =
= OA egyenesre nem illeszkedd pontja. Allitjuk, hogy az MOA, A’OM héromszogek hasonléak.
Valéban, e két haromszog O-ndl fekv szoge kozos, mig az inverzié definicidja szerint 57 = 0;4,

és ez mar elég a hasonlésdghoz. Az aranypért most irjuk fel mind a harom oldalra:
MA"  r  OA
AM — OA 7

Az adott szitudcidban az utébbi két arany értéke allando, tehét az els6 arany értéke is valtozatlan.

Kilon szamolédssal vagy a folytonossigra valé hivatkozassal igazolhatjuk, hogy az arany értéke
a teljes K koron (az OA egyenessel valé metszéspontokban) is ugyanaz az érték.

2. megoldas. Induljunk ki az inverzi szerkesztésének 3.1M. megoldasban leirt mddszerébdl.
Ha A és B kicserélédik egymadssal a K korre vonatkozd inverzionél, akkor A és B egyike (az
aldbbiakban A) a K kiils6 pontja és a bel6le K-hoz hizott érinték U, V érintési pontjai kozti
szakasz felez6pontja a masik pont (B).

Messe az OA = OB egyenes a K kort a T1, Ts pontokban. Az OA egyenesre valo tengelyes
szimmetria miatt a K kor UTy, T1V ivei egymassal egyenléek, csakigy mint az UTs, ToV ivek.
Az azonos ivekhez azonos keriileti illetve érint6 szara keriileti szogek tartoznak, tehat

BUT\<«=T\UA< (mod 180°),

BUTy<t =ToUA<  (mod 180°).
A Szogfelezo-tétel és annak kiilsé szogfeleére vonatkozo varidnsa értelmében tehét

BU _ BT, BT )
UA TiA TA

Ismeretes, hogy azok a pontok, amelyeknek két adott ponttdl vald tavolsdgianak aranya rogzitett
érték, egy koron (ill. ha az ardny 1, akkor a két pont felez ?7mer ?legesén) helyezkednek el. A (1)
Osszefliggés szerint a K kor Ty, To, U pontjainak az A, B pontoktdl vald tavolsdgainak ardnya
azonos, tehat K minden pontjara azonos ez az arany. Ezt kellett igazolnunk.

A forditott allitdst, miszerint ha a K kor pontjainak az A, B pontoktél vald tdvolsigdnak
ardnya eqy rogzitett X érték, akkor a K-ra vonatkozo inverzio kicseréli A-t és B-t az Olvaséra
hagyjuk.

3. megoldas. a)-b) Egyszerre kezeljitk a két feladatrészt. A példdnak akkor van értelme, ha
az A és a B pont — illetve A és A’ — egymadstdl kiilonbozd.

Messe az AB egyenes a K kort a Ty, To pontokban. Ha 1175 nem atméréje K-nak, akkor A
és B nem egymads képe a K korre vonatkozé inverzional és K nem is Apolléniusz kore az A, B
pontparnak.
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3. Inverzio Megoldasok

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy 1115 a K kor atmér6je és Ty elvilasztja az A, B pontokat.
Tekintsiik a K kor T1-t6l és Th-t6l kiillonbozé C' pontjat és képezzikk az AC B/ szdg belsd
szogfelezéjének AB egyenessel vett H metszéspontjat. A szogfelez6-tétel értelmében C akkor és
csakis akkor van rajta az A, B pontpar Ti-et is tartalmazé Apolléniusz korén, ha H = T7.

A G.II.6.1. feladat eredményét fogjuk hasznalni. Eszerint, ha az ABC hiromszog L koriilirt
korének C-beli érintéje az AB egyenest a P pontban metszi, akkor PC = PH, tehat a P
kozépponti PC sugart kor atmegy H-n.

Ha A és B egymas képe a K korre vonatkozo6 inverziénal, akkor az L kor énmagéra képzodik
ennél az inverziéndl, igy a 3.16. feladat allitasa szerint az L kor C-beli érintéje dtmegy O-n,
tehat P = O, H =Ty, igy K val6ban Apolléniusz kor.

Megforditva, ha K az A, B pontpar Apolloniusz kore, akkor H = T, igy a CH szakasz
felez6merclegese — ami atmegy P-n — egyben a K kor C7Tj hurjanak is felez6merdlegese, igy
P = 0. Ekkor OC érinti L-t C-ben tehat a 3.16. feladat allitdsa szerint L fix a K-ra vonatkozd
inverzional, azaz A és B kicserélddik. Q.E.D.

4. megoldas. A 3.15M3. elején leirtakbdl indulunk ki, tehat feltessziik, hogy az AB egyenes a
K kor egy atméré Ty, To pontjaiban metszi. Ebben az esetben K pontosan akkor Apolléniusz

kore az A, B pontparnak, ha
ATy ATy

T\B T,B

és pontosan akkor cseréli ki a K-ra vonatkozé inverzié A-t és B-t, ha

(1)

OA-OB = OT; - O, (2)

ahol O a T\T, szakasz felez6pontja, K kozéppontja. Szamoljunk az OT) egyenesen irdnyitott
tavolsagokkal, tehdt mintha a szdmegyenesen lennénk:

o1l =, OTy = —r, OA = p, OB =g,

tehat
ATIZT_pa TIB:q_Ta ATQZ_T_pa TQB:q—i—T

Ezekkel a jelolésekkel az (1) egyenlet atszorzds utan igy irhaté:
[(r=p)(g+ )| =[(g—r)(=r—p)l,

- ‘(""Q_W)J”“(CI—P)‘:’(T2—pQ)—T(q—p)’- (3)

Mivel A és B kiilonbozd és K valédi kor, igy az r(q — p) mennyiség zérustdl kiilonboz6. Ebben
az esetben a (3) Osszefiiggés pontosan akkor teljesiil, ha 72 = pq, azaz ha (2) fennall. Q.E.D.

5. megoldas. Illessziink koordinatarendszert az abrahoz gy, hogy K legyen annak origd kozép-
ponttu egységkore, tehat K egyenlete

2 +y*—1=0. (1)

Ha A koordinatéi A(&;n), akkor K-ra vonatkozé A’ inverzének koordinatéi (14sd a 3.9. feladatot)

A’ (ﬁ7 ﬁ) Fontos lesz, hogy A nincs rajta a K koron, tehat €2 +n? —1 # 0. Az olyan C

pontok alkotjék az A, A’ pontpar Apolléniusz korét, amelyekre valamely o szammal

PA? = aPA”. (2)
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Megoldasok 3. Inverzio

Ezen Apolloniusz kor egyenlete tehat

(w—€)2+(y—n)2=a2<<w—ﬁ>2+<y—ﬁ>2>- ®

Vegyiik észre, hogy ebbél a? = £2+n? esetén kiesnek a linedris tagok és rendezés, majd a zérustol
kiilonboz6 (€2 +n? — 1) mennyiséggel valé leosztas utan épp a K kor (1)-ben adott egyenletéhez
jutunk, tehdt K az A, B pontpar Apolléniusz kore.

Masrészt, ha az A(&;n), A'(£';n') pontpéar (2) szerinti o # +1 paraméterhez tartozé Apol-
l6niusz korének egyenlete

(@=?+@y-n’—a(z-&P+@-1)?) =0, (4)
ami a zardjelek felbontasa, rendezés és (1 — a?)-tel val6 leosztéds utan

5_ 042§/ B n— a2n/ B a2§/2 52 +a2 12 772
1—0o2 1—0o2 1—0o2

2 4y? -2 = 0. (5)

Ez az egyenlet pontosan akkor lesz az origd kozépponti egységsugara kor egyenlete, ha

3 = a’¢;
77 = o’n;
1—a? = a26? € 4o — 12

Ha az utols6 egyenletben &’ és 1’ helyére beirjuk az elsd egyenletbdl leolvashaté kifejezéseket,
majd sorozzuk a két oldalt ;= °-tel, akkor kapjuk, hogy

§ , n

2 2 2 /
"=+, =57 1=m "3
£2+n2 £2+772

tehat A’ az A képe az egységkorre vonatkozd inverziénal. Q.E.D.

3.16. A) < B) illetve A) < B’)

Legyen a két kor kozéppontja Ok és Op, és a korok T metszéspontjaban érintéjik ey illetve
er,. K kézéppontjabol az L-hez hiizott érintd érintési pontja természetesen az L kérén van, tehat
pontosan akkor van a K koron is, ha az egyik ilyen érintési pont épp T

Minden korben igaz, hogy az érintési ponthoz hiizott sugar merdleges az érintére: OxT L ek,
OrT Leg.

Tehéat a merdleges szara szogek miatt

ex Ley <:>OKTJ_OLT. (1)

Megforditva, a kor egy pontjan atmend egyenes pontosan akkor érint6, ha merdleges a kor
adott pontjahoz huzott sugarra. Tehat OxT pontosan akkor érinti L-t, ha OrT 1 OgT. Az 1
ekvivalencia igazolja A) és B) illetve A) és B’) ekvivalencidjat.

A) <= O)

Az Rk, Ry, d mennyiségek az O TOp hiromszog oldalai. Tehat a Pitagorasz tétel és meg-
forditasa szerint a R%( + R% —d? = 0 egyenlet pontosan azt fejezi ki, hogy OxTOrZ = 90°, azaz
azt, hogy az OOy, sugarak egymadsra merélegesek. Igy tjra (1) igazolja az ekvivalencidt.

B) = D)

Ha P az L kor tetszbleges pontja és az O P egyenes még (Q-ban metszi L-t, akkor az O
pont L-re vonatkozé hatvanya az érintén szamolva OxT? = R%, a szelén szémolva Ok P - O Q
és a ketto egyenldsége épp azt fejezi ki, hogy P és @) kicserélédik a K-ra vonatkozo inverziondl.
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3. Inverzio Megoldasok

D) = B)

A feltétel szerint van L-nek olyan P pontja, amely nem fix az inverziénél. Ha ezzel a P-vel az
Ok P egyenes még (Q-ban metszi L-t, akkor sziikségképpen P és @) kicserélodik a K-ra vonatkozo
inverziénal, tehat

OxP - OxQ = R%. (2)

A fenti Osszefiiggés (és P # Q) azt is jelenti, hogy P és Q egyike a K koron kiviil, a méasik a
korén beliil van, tehdt a P-n és Q-n a&tmend L kor metszi K. Ha az egyik metszéspont T, akkor
annak képe az inverziénal énmaga. Ha OgT érinti L-t, akkor készen vagyunk B) igazolasaval.
Ha nem érinti, hanem OxT-nek L-lel van egy T-t8] T’ metszéspontja is, akkor D) miatt 7"
képe is obnmaga lesz a K-ra vonatkozo6 inverzional, tehdt TOxT" a K kor egy atmérdje. Mivel L
valédi kor (nem az 4tmérd egyenese) és konvex, igy O az L belsejében van. Ez kizéarja, hogy
O centrumu pozitiv (R% ) paraméterti inverzié énmagara képezze L-t.

D’) <= B), mint D) <= B) fent.

D) <= E)

A P,@Q € L pontpar pontosan akkor cserélédik ki a K-ra vonatkozo inverziénal, ha O P-OxQ =
= R%., de a szel6tétel miatt ez egyszerre teljesiil az 6sszes Ox-bol L-hez hizott szelén, tehét
pontosan akkor teljesiil, ha L fix az inverziénal, de nem fix minden pontja.

D’) <= E), mint D) <= E)
C) = F)
Az
a(x® +y*) +br+cey+d=0

( +£>2+( +£)2_b2+62—_4ad (3)
A\ T, Y79 4a? ’

tehat ez olyan kor egyenlete, amelynek kozéppontja valamint sugaranak négyzete

b c 5 b+ —dad
O<_%a_%>u R” = 4a2 . (4)

egyenlet igy irhato at:

Igy

d220102:<b_K_b_L>2 (c_K_C_L>2:& by G e bicbtexen g
2 2a  2aj, 2a  2aj 40,%( 4a% 4a%( 4a% 2aiar,
b2 b2 e
R2 R2 — K _L _K - 6
KT 4a%(+4a%+4a%<+4a% axg  ar’ (6)
tehat
—2ardr, + bbr, + crer, — 2diar,

R+ R? —d?=
K+ L 2a,KaL

I (7)

ami igazolja C) és F) ekvivalencigjat.

3.17.
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Megoldasok 3. Inverzio

1. megoldas. A ku, kp, ko korok egyértelmiiségét igazolja a 3.14. feladat. A megoldast a 3.15.
feladat allitasara épitjiik.

El6szor megmutatjuk, hogy a k4, kg, ko korok kozott van kettd, amelyek egymast két pontban
metszik.

Abbdl, hogy a k4 koérre vonatkozo inverzid kicseréli egymassal a B, C pontokat kévetkezik,
hogy B és C' koziil az egyik — a tovabbiakban B — a k4 kor bels6 pontja, mig a masik — legyen
ez C' — a ka koron kivill helyezkedik el. A ko korre vald inverzié kicseréli A-t és B-t, amibdl
kovetkezik, hogy a ko kor valamely C7 pontban metszi az AB szakaszt. Az A pont illeszkedik
ka-ra, B pedig kp bels6 pontja, igy a ka4 kor konvexitdsa miatt C; is bels6 pontja k4-nak. A C
pont viszont kiilsé pontja ka-nak.

Ha a ko kor két Cy és C kozti ive a ka kor egy belsé és kiilsé pontjat koti dssze, igy mindkét
iven egy kiilsé és belsé pontok kozti hatdrpont, a k4 kor egy-egy pontja. A ka4, ko korok tehat
két pontban metszik egymast.

Ha P a k4, ko korok egyik metszéspontja, akkor a 3.15. feladat allitdsa szerint P € k4 miatt

BP BA
- = 1
cr CA’ (1)
mig P € k¢ miatt
AP AC @)
BP  BC’
Az elébbi (1), (2) osszefiiggések szorzata
AP  BA 3)
CP  BC’

azaz P illeszkedik az A, C pontok BA : BC aranyu Apolléniusz korére, ami a 3.15. b) feladat
allitdsa szerint a kp kor.

Megmutattuk, hogy a k4, ko pontok barmelyik metszéspontjara igaz, hogy illeszkedik a kp
korre, amivel a feladat allitasat igazoltuk.

2. megoldas. Példank kapcsolatos a 9.6. feladattal. Itt lényegében annak allitdsat — az ottani
b) részt is — igazoljuk. Hasznélhat6 annak a feladatnak az dbréja is.

Nem adunk 14j bizonyitést arra, hogy a k4, kp, ko korok egyértelmiiek és arra, hogy koziiliik
valamelyik kett6 két pontban metszi egymast. Ezeket a 3.17TM1. megoldéas els6 részében lathat-
tuk.

Hasznaljuk még fel, hogy ,az inverzié inverzidtarté” (lasd a 3.6. feladatot)!

Jelolje a k4, kp, ko korokre vald invertalast rendre ia, i, ic. Legyen a kp kor ¢ 4-nal szarmazo
képe k’z, az erre val inverziét pedig jelolje i3. Az inverzié inverzidtartd, tehat abbdl, hogy

ZB(B):Ba ZB(A):Cv ZB(C):Aa

és abbdl, hogy
kovetkezik, hogy

Maésrészt tudjuk, hogy
ic(C)=C, ic(A) = B, ic(B) = A,

és a 3.14. feladat megoldasa szerint ezek az adatok mar meghatirozzak az inverzié alapkorét,
tehdt a kf; kor megegyezik a k¢ korrel.
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Megmutattuk, hogy a k4, kg, ko korok koziil barmelyiket egy masikukra invertalva a harmadik
kort kapjuk. Ennek alapjan abbdlhogy a harom kor koziil ketté két pontban metszi egymast
mar kovetkezik, hogy a harmadik is 4&tmegy ezeken a pontokon és az inverzi6 (orientaciovaltés)
szogtartasa miatt az is kozvetleniil adédik, hogy a korok kozti szogek paronként egyenldek.

3.18. Az A'C' = B'C’ relaci6 pontosan akkor teljesiil, ha van olyan C’-n dtmené egyenes,
amelyre vald tiikrozés az A’, B’ pontokat feleseréli. Az inverzié inverzidtarté” (ldsd a 3.6.
feladatot), tehat O pontosan akkor megfelel centrum, ha O # C, de valamelyik O-n és C-n
atmend kogyenesre vald inverzié kicseréli A-t és B-t.

Ezzel visszajutottunk a 3.14. feladathoz A keresett mértani hely az a C' ponton dtmend kor
(kihagyva beléle C-t), amelyre vonatkozé inverzié az A pontot a B-be viszi.

3.1. a) Legyen az inverzi6 alapkore i, centruma O, az adott egyenes e, két pontja A és B, az O
meroleges vetiilete e-n T, az O tiikorképe e-re @), a T', () pontok valamint az e egyenes képe az
i-re vonatkozé inverziéndl a T”, Q" pontok illetve az e’ kor.
Az ¢ kor az OT' szakasz Thalesz kore, ennek kozéppontja @', hiszen 8—? =2, igy 8—% = %
A @Q pont az A ill. B kézépponti O-n atmené korok O-t6l kiillonb6z6 metszéspontja, igy
konnyen szerkesztheté. Ezek utdn Q' a 3.2. feladat megoldédsa alapjan szerkeszthetd és az €’ kor
is adottnak tekintheto.

3.1. a) Nem igaz. Két koncentrikus korhoz nincs ilyen kor. Minden més esetben van ilyen kor,
a két kor hatvanyvonalan valaszthatunk olyan pontot, amely mind a két koron kivil esik. Ez a
pont a merdleges kor kdzéppontja, sugara az innen az adott korokhoz htizott érinté hossza.

b) Igaz. Két nem koncentrikus kor esetén ezt a)-ban lattuk. Két koncentrikus kor esetén
barmelyik egyenes jo, amely atmegy a kozépponton. Kor és egyenes esetén megfeleléo a kor
kozéppontjabdl az egyenesre bocsajtott merdleges egyenes, de barmely olyan kor is megfeleld,
amelynek kozéppontja az adott egyenesen van, sugara pedig a kozéppontbdl az adott kérhoz
hiizott érinté hosszaval egyezik meg. Két metsz6 egyenesre merdlegesek a metszéspontjuk koré,
mint kozéppont koré irt korok. Parhuzamos egyenesparhoz végtelen sok rajuk meréleges egyenest
talalhatunk.

3.2. e) A szerkesztendd kor kozéppontjanak hatvinya a harom koér mindegyikére egyenld. Ez a
kozéppont tehat illeszkedik a korok koziil barmelyik ketté hatvanyvonalara.

Ha két ilyen hatvanyvonal metszi egymast, akkor a metszéspont megfelelé kozéppontnak és
més kozéppont nem is lehetséges. A kor sugara a kézéppontbdl a harom kor barmelyikéhez huzott
érinté hossza. (Ha nincs érinté, a hatvanypont a korok belsé pontja, akkor a szerkesztendd kor
sem létezik.)

Ha két ilyen hatvinyvonal parhuzamos, akkor nem létezik a keresett kor.

Ha két hatvanyvonal egybeesik, akkor a k6zos hatvanyvonal barmelyik olyan pontja megfeleld
kozéppont, amelyik a korok barmelyikének (és igy mindegyiknek) hataran vagy kiilsejében van.

a) A hatvanyvonalak metszéspontja, a harom kor hatvinypontja a korokon kiviil helyezkedik
el, tehat van ilyen kor.

b) A hatvdnypont a korok bels6 pontja, most nincs megfelel6 kor.

c) A korpéarok hatvanyvonalai egybeesnek (a harom kor egy korsor harom tagja), végtelen sok
megfelel6 kor van.

d) A hatvdnyvonalak parhuzamosak, nincs hatvanypont, meréleges kor sincs. Egyenes viszont
van, a k6z0s centralis mindegyik korre meroleges.

f) Ha a korparok hatvanyvonalai parhuzamosak egyméssal, akkor a korok kozéppontjai egy
egyenesen vannak. Ebben az esetben a kozos centrédlisra valé tiikrozés onmagara képezi mind-
harom kort.
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Megoldasok 3. Inverzio

Minden més esetben van olyan pont, amelynek mindegyik korre azonos a hatvanya. Ha a
harom kor kézéppontja nincs egy egyenesen, akkor egyetlen ilyen pont van. Ha egy egyenesen
vannak a kozéppontok, akkor a paronkénti hatvanyvonalak vagy parhuzamosak (ezt az el6bb
vizsgaltuk) vagy egybeesnek a hatvinyvonalak (a korok egy korsor elemei), ilyenkor végtelen
sok megfelel§ pont van.

Ha ez — az egyik ilyen — H és H kozos hatvanya a harom korre A, akkor a H centrumd A
paraméterli inverzié énmagara képezi a harom kért. Ha A > 0, akkor ez egy korre vonatkozoé
inverzi6, ha A < 0, akkor az inverziénak nincs alapkore, azaz pontonként fix kére. Ha a harom
koérnek kozos a hatvanyvonala, akkor ezen van olyan pont is, amelynek pozitiv a hdrom korre
vonatkozo hatvanya.

Ha csak A = 0 val6sul meg, tehat a hdrom koérnek egy kozos pontja van, amelyben nem érintik
egymast, akkor és csakis akkor nincs megfelel6 inverzio, se tiikrozés.

3.3. a) Tegyiik fel, hogy az O centrumi A paraméterii i inverzié egymésba képezi az K, L
koroket. Ez az O-n dtmend tetszéleges e egyenesen azt jelenti, hogy ha e a K kort az Ay, As, az
L kort a By, By pontokban metszi, akkor i az Ay, Ay pontokat a By, By pontokba képezi.

Alabb igazolni fogjuk, hogy O a K, L koérok hasonlésagi pontja. Ehhez azt fogjuk felhasznélni,
hogy az inverzi6 és a kozéppontos nagyitas is 6nmagara képezi az e egyenest, és mindkét transz-
formécié szogtartd, de mig a nagyitas iranyitastartd, addig az inverzié megforditja az irdanyitast.
(Lasd az 1. abrat)

e
0 m
3.3M.1. 4bra.
Tegytik fel, hogy i(A;) = By és i(A2) = B azaz
OA;-OBy =0A3-0B; =\ (1)
Ebbdl
OAy OB, @)
OA1 OBy’

tehat egy megfelel6 aranyt, O centrumi x koézéppontos nagyitds az A; pontot Bi-be, egytttal
Asg-t By-be viszi.

Jelolje a K kor Aj-, ill. Ao-beli érintéjét ki ill. ko, az L kor érint6it By-ben ill. By-ben Iy ill.
lo. Az egyenes és a kor metszési tulajdonsaga szerint iranyitott szogekkel szamolva

ek1<t = —eko<t (mod 180°7); eli<< = —ely<t  (mod 180°7°). (3)
Az inverzié megtartja a szoget, de az irdanyitasat megforditja, igy
ek1<t = —elo<t (mod 180’3"6); eko<t = —elj< (mod 180°7°). (4)
A (3), (4) relaciok osszevetésébdl kovetkezik, hogy
eki< = ely<t (mod 180°"); ko<t = elp<t (mod 180°7¢). (5)
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3. Inverzio Megoldasok

A x kozéppontos nagyitas a K kor Ay, Ao pontjait az L kor By, By pontjaiba képezi és a K-kor
X(K) képének érint6i Bi-ben és Ba-ben megegyeznek az L kor érintéivel. Ebbol kovetkezik, hogy
X(K) =L, azaz O a K, L korok hasonlésigi pontja.

Megforditva, ha O a K, L korok hasonlésagi pontja, és a hasonlésidg arany u, azaz az O-t
tartalmazo e egyenes és a K, L korok Ay, Ao € K, By, Bo € L metszéspontjaira 82 = 853 =,

akkor

OA2 . OBl = OA1 . OBQ = ,U,OAl . OAQ,

tehat ha A az O pont K korre vonatkozd hatvanyanak p-szorose, akkor az O centrumi A ardnyt
inverzi6 felcseréli egyméssal a K, L koroket.

Ha a K, L kérok nem koncentrikusak és nem is azonos sugartak, akkor két kiilonb6z6 pontbol
nagyithaté K az L-be, az egyik nagyitas ardnya (kiils6 hasonlésagi pont) pozitiv a mésik ardnya
negativ (belsé hasonlosdgi pont). Az elébbihez tartozé inverzié egy korre vonatkozd inverzi6
(A > 0), a mésik inverziénak nincsenek fixpontjai A < 0.

Ha a K, L korok koncentrikusak, akkor koézos kozéppontjukbol kétféleképpen invertalhatok
egymasba: az egyik paramétere pozitiv, a masiké negativ.

Ha a K, L korok nem koncentrikusak, de azonos sugartak, akkor csak egy negativ paramétert
inverziéval képezhetOk egymasra, a pozitiv paraméter( inverzio tengelyes tiikrozéssé fajul.

b) Pontosan akkor van ilyen O centrumu inverzi6, ha O hatvinya a két adott korre egyenlé,
de nem zérus. Ez azt jelenti, hogy a két adott kor hatvanyvonalanak a koérok metszéspontjaitol
kiilénb6z6 pontjai a megfelel§ centrumok.

Megjegyezziik, hogy — metsz6 korok esetén — a hatvanyvonalnak a kérok belsejébe esé pontjai
olyan — az adott koroket fixen hagyd — inverzidk centrumai, amelyek paramétere negativ, ezek
tehat nem ,korre vonatkozd inverziok”.

3.4. Ez a kozéppont a harom hozzéirt kor hatvanypontja (lasd a 3.2. feladatot).

Vizsgéaljuk most az AB oldalhoz kifelé irt ic hozzairt és az AC oldal kiils6 oldalan taldlhaté
i hozzairt kérok ha hatvanyvonaldt. Fz a hatvanyvonal merdleges a két kor centralisara, ami
az ABC haromszog A cstcsandl taldlhatod szogének kiils6 szogfelezje. Tehat h 4 parhuzamos a
BAC / belsé6 szogfelezdjével.

Tekintsiik most a BC' oldalegyenest, amely a T pontban érinti az ic kért és Tp-ben ip-t.
Ismeretes, hogy CTo = BT = s a haromszog félkeriilete. Emiatt BT = C'I's = s — a, ahol
a = BC. Ez azt jelenti, hogy a két kor TpTc kozos érintéjének felezépontja a BC oldal Fu
felez6pontja.

gy Fs € ha, tehét ha az Fy ponton at a hiromszog A-nél fekvd szogének belsd szogfelezdjév-
el parhuzamosan hizott egyenes, azaz az az ABC hiromszog FpFaFo kozéphiromszdgének
szogfelezéje. A harom hozzairt kor hatvanypontja tehat az ABC haromszog kozépharomszogében
a beirt kor kézéppontja.

FEz a pont nyilvanvaléan kiviil van a hozzairt korokon, tehét a rajuk vonatkozd egyenld
hatvanya pozitiv mennyiség. Ha e mennyiség gyokével, mint sugarral kort rajzolunk a hatvany-
pont koré, akkor az adott hozzairt kérok mindegyikére merdleges kort kapunk.

3.5. Altaldban 8 olyan kogyenes van, amely érint hirom olyan kort, amelyek koziil semelyik
ketté sem érinti egymast. Ha ez a harom kor kolcsonosen egymaés kiilsejében van, akkor ez a 8
kor igy irhaté le:

(i) 1 olyan kor van, amely mindegyik adott kor kiilsejében van és mindegyik adott kor is az 6
kiilsejében van (nevezetes, hogy az adott esetben ez épp a haromszog Feuerbach kore);

(ii) 3 olyan kor van, amely az adott korok kozil egyet a belsejében, kettét pedig a kiilsejében
tartalmaz. FEzeket keresstik;
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Megoldasok 3. Inverzio

(iii) 3 olyan kor van, amely az adott korok koziil kettt a belsejében, egyet pedig a kiilsejében
tartalmaz. Most ezek — vagy az elobbiek, ez még nem latszik — harom egyenessé, az adott
haromszog oldalegyeneseivé fajul;

(iv) 1 olyan kor van, amely mindegyik adott kort a belsejében tartalmazza.

Van egy olyan h kor, amely meréleges a haromszog harom hozzairt korére. A 3.4. feladat-
ban lattuk, hogy ennek kézéppontja az adott ABC hiaromszog FaFpFo kézépharomszoge beirt
korének H kozéppontja. A h korre vonatkozé inverzié onmagara képezi az ABC haromszog
hozzairt koreit, igy egymaéasra képezi az azokat érinté (i)-(iv) kogyeneseket.

A BC oldalegyenes egyik oldalan van az AB és a BC oldalhoz hozzairt ic és ip kor és itt
van a teljes ABC haromszog is a H ponttal egytitt, mig a BC egyenes masik oldalan van a BC'
oldalhoz hozzairt i4 kor. A h-ra vonatkozo inverzié ezért a BC' egyenest egy olyan m 4 korbe
képezi, amely belsejében tartalmazza az i4 kort és a kiilsejében az ip, 1¢ koroket. Raadasul,
ez az my kor, 1évén egy egyenes inverz képe, atmegy a h inverzié H centruméan is. Ugyanigy
kaphatdk a keresett mp, mo korok a haromszog C' A, AB egyeneseinek h inverziénal szarmazé
képeiként és ugyanezért ok is mind atmennek az inverzié H centrumaén.

Ezzel a feladat allitasat igazoltuk.

3.1. Legyen O L kézéppontja, legyen e egyenes az az AB-vel parhuzamos egyenes, mely érinti
L-t. Ekkor, ha az érintési pont C, akkor ezen atmegy Ki-is. Legyen K3 az a K;-n kiviili kor, mely
érinti AB-t, e-t, és L-t is, és B-hez kozelebb van, mint A-hoz. Legyen tovabba U, V pontok Ko-
nek, ill. az annak kézéppontjan és az O ponton atmend egyenesnek a metszéspontjai, és legyenek
Vi, W pontok K3-nak, ill. annak kézéppontjén és az O-n dtmené egyenesnek metszéspontja (lasd
az 1. abrat). Vizsgaljuk az L hatarolokorére vald invertdlast! Ez az O-n dtmend korokbél egyenest
csindl, az alapkor pontjait helybenhagyja, és érinté gorbékbdl érintot csindl. Ezek alapjan K-
bdl e lesz, és minden egyéb korbdl kort csindl, tehdt Ks-bdl AB-t (mert ez fixegyenes), e-t
(K képét), illetve L-t érinté kor lesz. Ilyenbdl csak ketté van, Ks, és ennek titkorképe AB
felez6merdlgesére, e ketté kozil nyilvan K3 lesz. Innen az is kideriil, hogy V = Vi, azaz O, U,
V, W pontok egy egyenesen vannak. Nyilvan UV, ill VW a Ko, ill K3 korok atméroi, de K3
atméréje d/2, mert ennyi a tédvolsdg AB, ill. e egyenesek koézott, amik kozé irtuk Ks-at. Innen
d/2 = OV = VW, de W inverz képe nyilvan U, ezért OW -OU = OV?2, de OW = OV + VW =
=d, innen d - OU = (d/2)? innen OU = d/4, és UV = OV — OU = d/2 — d/4 = d/4. Tehit K3
sugara d/8.

L

A O B f
3.1M.1. 4bra.

3.2. Alkalmazzunk egy C centrumi ¢ inverziét! Mivel a C' pont hatvinya az A kézéppontd k4
korre és a B kozépponti kp korre egyarant 16, igy érdemes a C' kozépponti 4 egység sugari ¢
korre invertdlni, ennél k4 és kp is 6nmagaba megy at. Az inverzié azért hasznos, mert a C-n at-
mend korok képei egyenesek. Feladatunk tehdt abbdl all, hogy megszerkessziik a ka és kp korok
képét — ezzel készen is vagyunk, k’y = ka, kK = kp — majd megszerkessziik a képkorok érintSe-
gyeneseit — e, eo a kozos kiils6 érintck lesznek, mig f1, fo a belso érinték — végiil invertaljuk a
négy érintot i-re, ezek a képek lesznek a C-n atmend k4-t és kp érint6 korok.
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A 77. 4bran kovethetd a szerkesztés a kiilsd érintOkkel és a 77. 4bran a belsd érintékkel.

3.2M.1. ébra.

A k4, Kp korok kozos kiils6 érintéinek szerkesztéséhez kp sugarat csokkentettiik k4 sugaréval,
igy kaptuk a k; kort. Ehhez megszerkesztettiik az A pontbdl az ATy = a1, AT, = ao érintéegye-
neseket. Az ezekre B-boOl merdlegesen allitott félegyenesek kimetszették kp-bol a valédi kiilsé
érintOk By, Bs érintési pontjait. Az ezeken atmend ai-gyel illetve as-vel parhuzamos egyenes ey
és ey a két kor kozos kiilsé érintdje, rajtuk Ay, illetve As a k4 kor érintési pontja.

A CA; egyenes és a k4 kor mésik metszéspontja A} ez a pont az Ay képe az i inverziénél. Ha-
sonlban szerkeszteht8k az A, By, By pontok AL, Bj, B inverz képei. A szerkesztendd korok az
e1, ez egyenesek inverz képei, tehat a C A} B}, C' A}, B}, ponthdrmasok koriilirt korei. Természete-
sen ey képe atmegy az ey egyenes és az @ kor I, Jo metszéspontjain is.

3.3. a) A 3.2. feladat megolddsdnak mintajéra jarhatunk el. Az adott C pont egy i inverzi6
centruma. A szerkesztendd korok i-nél szarmazoé képeit szerkesztjiik meg, azaz olyan egyeneseket,
amelyek érintik az adott kordk ¢-nél szarmazoé képeit.

3.4. Invertaljunk egy A kozéppontu korre, pl a B-n atmend ¢ korre (1dsd az 1. dbréat)! A k kor
képe egy B-n dtmend k' egyenes, a k4 kor képe egy k’-vel parhuzamos £’y egyenes, mig kp képe
egy k’-t B-ben érint§ kor, amely valamely M’ pontban érinti k;-t. Az M’ pont a k'-re B-ben
allitott merdleges egyenesen, m/-n lehet, és ott barhol. Az m’ egyenes az A-n és B-n is dthaladd
k-ra merdleges m kor, ez a keresett mértani hely.

3.5.
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k
fa !
3.2M.2. 4bra.

1. megoldas. A 9.2M1. megoldds lemmaja szerint az Fx Er A, Fi Fr, A hiromszogek koriilirt
korei pontosan akkor érintik egymést A-ban, ha

ExEp A<+ AFpFg<t = Ex AFg<t (mod 180°). (1)

Az Ex AFy haromszogben
ExAFg<=180° — FxEx A< — AFg Ex<t (mod 180°) (2)
és a K korben az Fix A, Ex A hr keriileti szogei egyenlok az érintd szara keriileti szogekkel, azaz
FrEx A< = FrL.Fg A< (mod 180°), AFxEr<t= AEgFEr< (mod 180°), (3)
ey F FkEx<<+ FxExEp<

2
Ehhez hasonléan, az L kor AEy, Fr, A hirjainak keriileti és érint6 szaru kertileti szogei:

Ex AFr<t = 180° — (mod 180°). (4)

ExEr A< = ErLFr A< (mod 1800), AFLFr< = AELFrL< (mod 1800), (5)

és igy
ExErFr<+ EpF Frg<
2

ExEp A<+ AFpFr< = (mod 1800). (6)
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3. Inverzié Megoldasok

3.4M.1. abra.

ExE A<+ AF Fg<t — EgAFg<t =
Ex B FLat B Py PG PGB FCEIELS. (1160 180°)), (7)

de itt ajobb oldalon az Ex EpFrFr négyszog bels6 szogosszegének fele all) igy a 7 egyenlet
igazolja az 1 relaciét, tehat a két kor érinti egymast A-ban.

2. megoldas. Alkalmazzunk A centrumi inverzidt. A K, L korok képe egy-egy egyenes lesz —
K’ és L' —, amelyek metszik egymast (a K, L korok mdsik metszéspontjénak képében).

Az e, f kozos érintéegyenesek képe a K’ és az L' egyenest is érint6 e’ és f/ kor lesz. Ez a
két kor a K’', L' egyenesek &altal hatdrolt négy szogtartomény koziil ugyanabban lesz, hiszen
az e és az f egyenes is a K, L korok altal meghatarozott négy tartomany koziil ugyanabban -
a végtelen nagyban van. Az azonos szogtartomanyban a szogszarakat érintd kordk egymasbdl
egy olyan nagyitdssal kaphatok, amelynek kozéppontja a szog csicsa. Igy az egyik kor és a két
szar érintési pontjat Osszekotd egyenes parhuzamos a masik kor és a két szar érintési pontjait
0sszekotd egyenessel. Ez a két egyenes épp a ExEr A, FiFr A korok inverziénal szarmazo képe,
tehat ezek a korok valoban érintik egymast A-ban.

3.6.

1. megoldas. Jeldlje a k kor érintési pontjat ly-en ill. lo-n U ill. V, a k, ky, ko korok kozép-
pontjait rendre O, Op és Os, az O1-bdl ill. O2-bol UV -re bocsajtott merdleges talppontjat T
ill. Ty, az O2T5, AO; egyenesek metszéspontjat T', az O111, OoT5 szakaszok hosszat dy ill. ds.
(Lasd a 2. abrat!)

A G, D, F érintési pontok rendre az érintkezd korparok O10, 020, 0109 centrélisaira esnek.
A G, D, E pontok tgy osztjik fel az 01020 hiaromszog oldalait, hogy a csticsok feléli részek
egymassal egyenléek: O1G = O1E, OoF = 02D, OD = OG. Koénnyl igazolni, hogy csak
egyféleképpen oszthatok fel igy a haromszog oldalai és, hogy az 01020 haromszog beirt korének
érintési pontjai is igy osztjak fel az oldalakat. Tehat a GP, D, E pontokon atmend kor az 01020
haromszog beirt kore. A feladat igazolasdahoz ezek utdn elég megmutatni, hogy DA 1 OO, és
ezzel analég moédon CB L OO;.
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I

la

3.6M1.2. abra.

Ha adott két pont, itt O és O, akkor kereshetjiik azon P pontok halmazat, amelyeknek a két
ponttdl valé tavolsiga négyzetének kiilonbsége el6re adott dllandéval egyenls: OP? — Oy P? =
= OD? — 09 D?. Ismeretes, hogy ez a mértani hely a két adott pontra meréleges egyenes. Ebbél
kifolyélag elég igazolnunk, hogy dbrankon

OA? — 0,A% = OD? — O, D (1)

A (1) relciéban az OA2%, O3A? mennyiségek kiszdmoldsdhoz az OUA, OoT A derékszogi
haromszogeket hasznaljuk. Pitagorasz tétele szerint:

0A? = 24+ a2 @)
0247 = (2r —12)* + (di — do)?,
igy
0A? — 02A2 = drry + 2d1dy — 3r? — T% — d% (3)

Az O1T10, O2T50, O1TOs derékszogli haromszogekre felirjuk a Pitagorasz tételt:

(47?2 = di+(r+r)?
(ro+7)2 = di+ (ro+1)? (4)
(7”1 + 7”2)2 = (dl — d2)2 + (2T -7 — 7”2)2
Az elsé két egyenletbdl
drry = d3
drry = d3, (5)
mig a harmadikbdl ezek felhasznalasaval
2r2 = dyd. (6)

Az (5)-(6) osszefiiggések alapjan (3) igy irhaté:
OA? — 09A? = drrg 4+ 4r% — 3r2 —r2 — drry = 72 —r2 = OD? — O,D?. (7)

Epp ezt akartuk igazolni.
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Megoldasok

3. Inverzio

2. megoldas. Lemma L.4.1. Ha a feladat abrdjan V az I egyenes és a k kor érintési pontja,
mig U az [y és k érintési pontja, akkor V, C és A egy egyenesen vannak, U, C' és B is egy
egyenesen vannak, s6t B, F és A is egy egyenesen vannak.

A lemma igazolasa A ki, k korok belsé hasonldsagi pontja az érintési pontjuk, C'. Ebbdl a
pontbdl a k1 kor k-ba nagyithaté. Ennél a nagyitasndl a ki kor [y érint6jének képe a k kor egy [1-
gyel parhuzamos érintéje lesz, ami épp ly. Igy az A érintési pont képe a V érintési pont, tehét eza
két pont egy egyenesen van C-vel. Hasonléan igazolhatd a masik két pontharmas kollinearitasa.

Q.E.D.
Lemma L.4.2. A feladat abrajan az AD egyenes érinti a k, ko koroket.

A lemma igazolasa

A k, ko korok kozos pontbeli kozos érintbje a két kor hatvanyvonala, tehat minddéssze annyit
kell belatnunk, hogy az A pontnak a k, ko korokre vonatkozd hatvanya egyenld. Lemma L.4.1.
szerint a k kor és az ls egyenes V érintési pontja az AC egyenesen van. Az A pont k-ra vonat-

koz6 hatvanya AC - AV és ehhez hasonléan A-nak a keo-re vonatkozé hatvianya AF - AB, igy
azt kell igazolnunk, hogy AC - AV = AFE - AB, tehat azt, hogy a C, V, B, E pontok egy korén

vannak.(Lésd a 2. abrat!)

A
ll "‘
fok ki
D
v ) ke
la - g
Ve B

3.6M2.2. abra.

A ki korben az AC' har keriileti szoge a = CEAZ, mig a har érint6 szara keriileti szoge o =
=CAUZ. A CAU / szdg valtoszoge a CV B/, igy o« = CEA/Z = CV B/ tehat CEBV valéban
Q.E.D.

hirnégyszog, a lemmat igazoltuk.
A lemma&bdl gyorsan kévetkezik a feladat allitdsa. AD érinti k-t és ko-t és ehhez hasonléan BC

érinti k-t és ki-et. Ekkor @ rajta van a k, ky és a k, ks korok kozos érintéjén, azaz hatvanyvonalan
is, igy Q a k, kq, ko korok hatvanypontja. Igy rajta van ki és ko E-n dtmend kozos érintéjén
is, azaz QF érinti ki és ko koroket. Ekkor viszont QC = QF és QD = QF, mivel a QC, QF
egyenesek a k kor, QD, QF egyenesek pedig a ky kor érintéi a Q pontbél. Igy QC = QD = QE,

tehat a feladat allitasat igazoltuk.
3. megoldas. A 3.6M2. megoldasban szerepl? Lemma L.4.2-re adunk 11j bizonyitast. Invertaljuk
az abrat D-re! Ekkor a k és ko érint6 korok képei a &/ és kb, parhuzamos egyenesek, [y és lo képei
az I} és 1}, egymést D-ben érint6 korok, ki képe k} kor, A képe A’. (Lasd a 2. 4brat!)

Ekkor DA’ nyilvdn parhuzamos k'-vel és kb-vel. Ezért DA’ invertélt képe, a DA egyenes is
érinti a k, ko koroket, ahogy a lemma is allitotta. Q.E.D.

4. megoldas. A 3.6M2. megoldasban k6zolt Lemma L.4.2-re adunk még egy bizonyitast. Tek-
intsiik a k, ko korok D-beli kozos érintéegyenesének az Iy egyenessel vett A’ metszéspontjat. (Azt
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3.6M3.2. abra.

kell igazolnunk, hogy A’ megegyezik A-val.) Invertaljuk az abrét az A’ kozépponti D-n dtmend
1 korre!

Ennél az inverziéndl az [y, k, ko alakzatok képe onmaga. Az Iy egyenes érinti az l1, k, ko
alakzatokat, tehat lo képe olyan B’-n dtmend kor, amely érinti I1, k, ko mindegyikét. Csak egy
olyan kor van— ez szemléletesen ,nyilvanval6”, de alabb igazoljuk is—, amely érinti a harom
alakzatot. A ki kor egy ilyen kor, B’ = B.

Lemma L.4.4. Ha a k kor érinti az egymassal parhuzamos [y, lo egyeneseket és a ko kor érint
lo-t valamint k-t kiviilrél, akkor egyetlen egy olyan k; kor van, amely érinti /1-et és k-t, valamint
ko-t kiviilrél.

A Lemma L.4.4. bizonyitasanak vazlata

A k-t és li-et érinté korok kozéppontjai és a k-t és lo-t érinté korok kozéppontjai is egy-
egy parabolat alkotnak. Raadasul ez a két parabola parhuzamos tengelyli, azonos &llasu és
paraméteriik (a foékuszuk és a vezéregyenesiik tavolsaga is) egyenld. Metszéspontjaik szamitésa

cgy

y = ar’+hr+aca
y = ar®+boxr+ o

alakt egyenletrendszer megolddsara vezet, amelynek legfeljebb megoldasa van.
3.7.

1. megoldas. Jeldlje a k kor e dtmérdegyenesére merdleges atmérét HI, ahol I azon a félkor-
lapon van, amelybe a koéroket irjuk, mig H a masikon. Jeldlje tovabba Oy a k kor kdzéppontjat
r, pedig a sugarat.

a) Tekintsiik a HI dtmérére I-ben allitott d merdleges egyenest. Ha O egy olyan r sugart kor
kozéppontja, amely F-ben érinti e-t és K-ban k-t, akkor a T'O egyenes a Ty = T'O N d pontban
merdéleges d-re. Mivel

OkO:OkK—OK:Tk—T (1)

TdO = TdT - 0T = T —T, (2)
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igy OO0 = T,0 azaz O egy olyan parabolan helyezkedik el, amelynek fokusza Oy, vezéregyenese
d. Ezen a parabolan vannak a k kor és az e egyenes A, B metszéspontjai is — a k-t és e-t érint60
sugaru korok kozéppontjai. A félkorlapon elhelyezkedd korok kozéppontjai csak a parabola A
és B kozti 1vén helyezkedhetnek el, ott viszont barhol, hiszen ha ott egy O pontra és e-re, d-re
vonatkozé vetiileteire teljesiilnek az 1, 2 relaciok, akkor az érintékort is konnyen megrajzolhatjuk
O koré.

b) Allitjuk, hogy a H pont megfelels. A k-t és e-t érinté o kor érintse k-t K-ban, e-t E-ben.
A K pont az o, k korok hasonlésagi pontja, egy K centrumi pozitiv ardnyt nagyitds képezi o-t
k-ba. Ennél a nagyitasnal az o-kér F-beli érintdje, azaz e, a k kor egy olyan érint6jébe megy at,
amely e-vel parhuzamos, de e-t6l nem a K-t tartalmazo félsikban helyezkedik el, azaz nem d.
Az egyetlen ilyen érint6é a H-beli érint6, azaz K, E és H valéban egy egyenesen vannak.

c) A k kérben a HA hir keriileti szoge 45°:

HKA/Z = EKAZ = 45°,

igy az AEK haromszog kg a4 koriilirt kérében az E A hur kertileti szoge is 45°. Méasrészt HAE/ =
= 45°, tehat AH a kg4 kor F'A harjanak érinté szaru keriileti szoge, azaz H A érinti ezt a kort. A
szelététel szerint HA? = HE - Hy, ahol a H A fiiggetlen az o kortél, tehat H az Osszes sz6bajovéo
kor hatvanypontja. igy barmelyik két érintkez6 kor kozos pontbeli kozos érintéje (hatvanyvonala)
atmegy H-n is hossza HA. Az érintési pontok a H kézépponti A-n dtmend korén helyezkednek
el.

Ha T e kor A és B kozti rovidebbik ivének tetszoleges pontja, akkor tekintsiik a TH és e
egyenesek altal hatarolt, de az e egyenes H-val ellentétes oldaldn talalhato két szogtartomanyt.
irjunk ezekbe olyan kort, amely érinti k-t és k belsejében van. Az elézblevezetés szerint ezek
a HT szarat egy-egy H-t6l HA tévolsagra levé pontban, tehat T-ben érintik, azaz egymaést is
T-ben érintik.

2. megoldas. b) Jeldlje k és e metszéspontjait A és B egy megfelels k-t és e-t érinté kort
o, érintési pontjait K és E. Alkalmazzunk A centrumi inverziot! Ennél e és k képe egy-egy
olyan egyenes — ¢/ = e és k-, amely dtmegy B képén, a B’ ponton. Az €/, k' egyenesek négy
szogtartomanyra osztjak a sikot, ezek egyike annak a félkérlapnak a képe, amelybe a koroket
irjuk. Az o kor képe az adott szogtartoményba irt, a szdrakat érintd o' kor, érintési pontjai,
E' és K' az E, K pontok képei. Az EK egyenes képe az E, K, A pontokon dtmend kor, azt
kell igazolni, hogy ez mindig atmegy még egy rogzitet ponton. A szogtartomdany szogfelezdje, az
E'K' szakasz t felezOmer6legese az o' kor egyik szimmetriatengelye. Az A pont erre tiikrozott
képe ,A* illeszkedik az o korre, és {gy A* inverziondl szarmazé (6s)képe, A* illeszkedik o-ra.

c) A t egyenes merdleges o'-re lgy inverziénal szdrmazé képe, az A, B pontokon atmend t'
egyenes — az e egyenes és a k kor A-beli és B-beli szogfelezd kore — is merSleges o-ra. A t/
kor H kozéppontjanak a t'-re merdleges korokre vonatkozé hatvanya egyenlS a t’' kor sugaranak
négyzetével. Igy H illeszkedik a t-re meréleges korok hatvanyvonalaira, {gy az egymdst érinté
korpéarok kozos pontbeli kozos érintjére is. A merdlegesség miatt az érinté H-ig tarté része a t’
kor sugardval egyezik meg, igy az érintési pontok a t’ korén vannak.

Konnyedén szerkeszthetiink az €/, ¥’ egyenesek hatdrolta megfelel$ szogtartomanyba a t szogfelezd
tetszOleges pontjan atmend, a szogszarakat érinté kort. A szdg csiicsat kivéve mindig két ilyen
kor van, amelyek egymaést is érintik. Ezek inverz képei egymaést a t’ korén érintd korok lesznek,
tehdt ¢’ minden pontja lehet érintési pont.

3. megoldas. b) Alkalmazzunk egy olyan inverziét, amely kicseréli a k kor e egyenesre es6 AB
atmérdjét a tekintetbe vett félkorlap AB félkorivével !

Van ilyen inverzi6, ennek centruma a k kor AB-re merdleges atmérdjének a félkérlappra nem
illeszked6 H végpontja. Ha H centrumu inverziét alkalmazunk, akkor k képe egyenes lesz, hiszen
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H a k koron van, ha olyan inverziét alkalmazunk, amelynél A és B fix, akkor a k kor képe az e
egyenes lesz, hiszen ez az egyetlen egyenes A-n és B-n at.

Tekintsiink az AB szakasz valamely E pontjat. A HE egyenes metszi a k kor H-t nem
tartalmaz6é AB ivét, jelolje ezt a metszéspontot K. Van egy olyan o kor, amely F-ben érinti e-t
és atmegy K-n. Az FE, K pontokat a vizsgalt inverzié kicseréli egymadssal, hiszen az e egyenest
és a k kort is kicseréli egymassal. Emiatt a teljes o kort 6nmagara képezi az inverzié (lasd a 3.16.
feladatot). Ez azt is jelenti, hogy o érinti k-t K-ban, hiszen o érinti e-t E-ben és E képe K, e
képe k és az inverzié érintkezéstartoé.

Szemléletesen nyilvanvalo, itt nem igazoljuk, hogy egyetlen olyan kor van, amely az e egyenest
az AB szakaszéanak egy rogzitett E pontjaban érinti és érinti a k kor rogzitett AB {vét is. Ezt
a kort az elobb meg is szerkesztettiik, lathatd, hogy az érintési pontokat 6sszekdté FK egyenes
mindig dtmegy a H ponton.

c) Ha az AB szakaszt és a k kor AB {vét érint6 o1, oy koroknek egyetlen kozos pontja van,
akkor az sziikségképpen helyben marad a b)-ben vizsgalt inverziéndl, hiszen o1 és oy is Gnmagara
képzoédik, igy kozos pontjuk is egy kozos pontjukba képzédik. Ez azt jelenti, hogy egyetlen
kozos pontjuk az inverzié alapkorén, a H kozépponti HA sugari koréon van. Ha P ezen kor
rovidebbik AB {vének tetszOleges pontja, és o olyan kor, amely P-ben érinti a HP egyenest,
akkor o sziikkségképpen fix a vizsgdlt inverzidéndl. két olyan kor van, jelben o7 és o9, amely
emellett még e-t is érinti, ezek sziikségképpen k-t is érintik, rdadasul egymast is P-ben. Tehét a
vizsgalt koriv minden pontja el6all érintési pontként.

3.8. a) Jeldlje a két adott kort a és b, érintési pontjukat O, az Sket érinté harmadik kort c.
Egy O centrumu inverziéndl a és b az egyméassal parhuzamos a’, V' egyenesekbe képzddik, ¢
ezeket érinté kor. A ¢’ kor onmagara képzédik annal a 7 tiikrozésnél, amely a’-t és b'-t felcseréli
(lasd az 1. 4bréat). Az A, B pontok A" = d' N, B' = b N képei egymés titkorképei ennél a
tiikrozésnél.

3.8M.1. é4bra.

Az e = AB egyenes képe az A, B’ és O pontokon dtmend €’ kor, amely szimmetrikus az A’ B’
hirjénak felez6merdlegesére, tehat a 7 tikrozésre. Igy e/-re O-val egyiitt annak 7(0) = H' képe
is elleszkedik.

Ha H' # O, akkor H' az inverziénal valamely H pont képe, amely illeszkedik az e egyenesre.
Ez a H pont tehat barmely a-t és b-t is érintd kor érintési pontjait 6sszekotd egyenesre illeszkedik.

A H' = O specidlis eset pontosan akkor kovetkezik be, ha O az o/, b’ parhuzamos egyenesek
kozott féluton helyezkedik el, azaz ha a és b egyenld sugart korok. Ebben az esetben a vizsgalt
AB egyenesek egymassal parhuzamosak.

b) Ha az a és b korok az O, @ pontokban metszik egymést, akkor egy O centrumu inverzidval
a 2. dbrdhoz jutunk. Most az o', b’ egyenesek a @' pontban metszik egymdst. A ¢ kor egyik
szimmetriatengelye az o', V' egyenesek egyik vagy masik szogfelezdje. Az A’, B’, O pontokon
athaladé €’ kor is a két szogfelezd valamelyikére szimmetrikus, igy illeszkedik rd az O pontnak a
megfelel§ szogfelez6re vonatkozé H' titkérképe is. Igy az a) feladatrészben kimondott allitds itt is
érvényben marad, de kétféle elhelyezkedésli érintékor van, az egyikbe tartozok érintési pontjait
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Osszekotd egyenes egy bizonyos ponton haladnak at vagy parhuzamosak, a masikba tartozok
pedig egy masik ponton haladnak at vagy parhuzamosak.

3.8M.2. 4bra.

Ha két kozos pont nélkiili korbdl indulunk ki, akkor is teljesiil az el6z6 bekezdés végén meg-
fogalmazott allitds. Ha az alapul vett a, b korokre merdleges kérok az O, ) pontokon mennek
at (lasd a 3.9. feladatot), akkor az O centrumu i inverzi6 a-t és b-t az egymadssal koncentrikus
a’, V' korokbe képezi, kozos kozéppontjuk Q'. Az a-tés b-t is érintd ¢ kor ¢ képe most a Q' cen-
trumi A = £/ r; paraméterti 71, 77 inverzidk egyikére lesz szimmetrikus (ldsd a 3. abrat). Az
e = AB egyenes ¢ képe is invaridns 7F valamelyikére, igy e-re illeszkedik 77 (O) vagy 77 (O).
Az e egyenes tehat vagy i(77(0))-n vagy i(7(O))-n megy &t. (Ldsd még a 3.10. és a G.IL.8.6.
feladatot!)

3.8M.3. é4bra.

3.10.

1. megoldas. Bohus Kinga (Inverzid, szimmetria)

a) Induljunk ki a kész dbrabdl (1. dbra). Legyen K és L két metszéspontja A és B és tekintsiink
két olyan kort, ui-t és uo-t, amelyek érintik K-t és L-t, és amelyek hatvanyvonala egy e egyenes.
Azt kell megmutatnunk, hogy az igy 1étrejové e egyenesek mind egy kézds ponton mennek &t.
Az 4llitast csak arra az esetre fogjuk igazolni, ha az uq, us korok metszok. Ez elégséges lesz,
mert ha u; és us nem metszok, akkor elkészithetjik az

up = vy, V2, U3, Un = U2

korsorozatot, amelynek egymast kévetd tagjai metszok és ha az egymast kovetd korok hatvanyvon-
alai egy kozos P ponton mennek at, akkor P hatvanya wui-re és ug-re is egyenlo.

Invertaljuk az dbrat egy A kozéppontu tetszéleges korre (a 2. dbran az A kozépponti B-n
atmend korre invertaltunk, azaz B = B’). A K', L’ alakzatok egyenesek, amelyek a B’ pontban
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3.10M1.1. abra.

metszik egymdst. Az u', v' korok a K', L' egyeneseket az egyik tartoményban érinté korok. A
K’ és L' egyenesekbdl és az v/, v/ korokbol 4ll6 rendszer tengelyesen szimmetrikus a K’ és L'
egyenesek azon tartomanyban haladé t szogfelezdjére, amelyben v’ és v’ is van.

3.10M1.2. abra.

Az u, v korok e hatvanyvonala olyan ¢’ korbe transzformalédik, amely dtmegy az u és v korok
(4, Cy metszéspontjainak C, C) képein és az inverzié A centruméan. Mivel C] és C} a t tengelyre
szimmetrikus v}, u) korok metszéspontjai, igy 6k is szimmetrikusan helyezkednek el t-re, azaz
t a C|CY szakasz felezbmerélegese. Igy ¢ is szimmetrikus t-re, A-val egyiitt az A pont t-re vo-
natkozé H tiikorképe is rajta van €’. Ez azt jelenti, hogy a H pontnak az inverziénal szirmazé
képe (azaz 6se) illeszkedik e-re.

2. megoldéas. Keresztfalvi Tibor (Inverzi6, korok szoge)
a) Legyen a K és L altal meghatarozott egyik (vagy két szemkozti) tartoményba esé és K-t és
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L-t is érint6 korok halmaza H. Ha létezik a feladat feltételeinek megfelelé O pont, és hatvanya a
H-beli korokre a nemnegativ r? szam, akkor az O kézépponti r sugart h kor mindegyik H-beli
korre meréleges. Megforditva, ha talalunk olyan kort, amely a H mindegyik korére meroleges,
akkor annak O koézéppontjanak H barmelyik korére vonatkozé hatvanya ugyanaz a pozitiv szam.

Az inverzi6 szogtarté. Ha a 3.10M1. megoldds mintdjira invertaljuk az abrat, akkor maga a
t tengely az az alakzat, amely a K’-t és L’-t érintd mindegyik korre merdleges. Ha t-t visszain-
vertaljuk, akkor megkapjuk a h kort, annak kézéppontja lesz a keresett pont.

Megjegyezziik, hogy mivel ¢ felezi K’ és L' szogét, igy a h kor is felezi L és K szogét (és
atmegy azok két metszéspontjin).

3. megoldas. Tomon Istvan otlete alapjan (Hasonlésigi kozéppont, Steiner hatvany)

a)-b) Ebben a megolddsban nem hasznalunk inverziét, nem tételezziik fel, hogy a K, L korok
metszik egymadast. Hirom masutt is hasznos lemmara épitkeziink. Meg fogjuk mutatni, hogy a
keresett pont a K, L korok egyik hasonlésagi kozéppontja.

Lemma I.: ha K és L kiilénb6z6 sugara korok, akkor két olyan kdzéppontos nagyitas is van,
amely K-t L-be képezi. E két nagyitds ardnyanak abszolutértéke egyenld (a két kor sugardnak
ardnya), el6jele ellentétes.

Megjegyzés: ha a két kor egyenld sugari, akkor az egyik nagyitds (a pozitiv ardny1) eltoldssa
fajul.

Emlékeztetiink ra, hogy az egyik kort a masikba képezd pozitiv aranytu kézéppontos nagyitas
centrumat a két kor kiilsé hasonldsdgi pontjanak nevezziik, mig a negativ ardnyt nagyitas cen-
truma a belsé hasonlésdgi pont.

Lemma II. (két kor Steiner hatvanya): a K, L korokhoz és azok H hasonlésdgi kozép-
pontjdhoz hozzarendelhetd egy A szdm a kovetkez6 tulajdonsdggal: ha a H pontot tartalmazd
tetszoOleges h egyenesen a K, L korok Uk, Vi pontja a K-t L-re képezé H centrumu nagyitédsnal
nem egyméasnak megfelelé6 pontpar, akkor HUk - HUp, = A. (Lasd a G.I1.11.18. feladatot!)

Lemma III. Az O; kézéppontd A; aranyu és az Oy kozépponttd Ay ardanyd koézéppontos
nagyitdsok kompoziciéja Ao # 1 és O1 # Os esetén olyan A Ay ardnyt kézéppontos nagyitas,
melynek O3 centruma az 0104 egyenesen van. (Lasd a G.I1.8.1., G.I1.8.2., G.I1.8.3. feladatokat!)

Kovetkezzék a feladat megoldésa. Erintse az u kér az adott K-t az Uy, az L kort az Uy, pont-
ban. Allitjuk hogy a K, L kérdk hasonléségi pontjainak egyike illeszkedik az U Uy egyenesre.
Valéban, egy megfelel6 aranyt Ui centrumu kézéppontos nagyitas a K kort u-ra képezi, mig
egy Ur, kozéppontt nagyitas u-t L-be viszi. E két kdzéppontos nagyitas kompozicidja K-t L-re
képezi, igy centruma a K, L korok egyik hasonlésigi pontja, ami tehat Lemma III. szerint az
Uk Uy, egyenesen van.

A nagyitasok eléjeleit is figyelembe véve éllithatjuk, hogy amennyiben K és u a kozos Uk
pontjukba vont kozos érintéjiik kiillonbozo oldaldn vannak és uw és L is az Uy beli érint6jiik
kiilonb6z6 oldalan van, vagy mindkét esetben az érinté azonos oldalan van a két kor, akkor az
UrUp, egyenes a K, L korok kiils6 hasonlésagi pontjan megy at, mig ha az egyik kérpar kozos
érintOje elvalasztja a két kort, a masik korparé pedig nem, akkor UxUp a K, L korck belso
hasonlésagi pontjan megy at.

Ha az L kor Up-beli érintéje és a K kor Ug-beli érint6je nem parhuzamos, akkor Uy, nem az
Uk pont képe annal a koézéppontos nagyitasnal, amelynek H centruma a K, L korok UgUp-
re illeszked6 H hasonlésagi pontja. Ebben az esetben Lemma II. alapjan készen is vagyunk a
feladat allitasdnak bizonyitasaval, hiszen a K, L korok H hasonlésagi ponthoz tartozé Steiner
hatvanya a H pont u-ra vonatkozé hatvanya.

Az L kor Up-beli érintéje és a K kor Ug-beli érint6je parhuzamos, akkor az UxU;, egyenes
az U, K, L korok mindegyikének atmérbegyenese, ezen az egyenesen mindkét hasonlésagi pont
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rajta van. Az egyikhez tartozé hasonléségnal Uy és U, nem egymésnak megfelelé pontpar, igy
alkalmazhaté az el6z6 gondolatmenet.

3.3. El6zetes megjegyzés: Két kor szogén az egyik metszéspontjukban vont érintéjiik szogének
abszolut értékét értjiik. Egyenes és kor szoge az egyenes és a két alakzat egyik metszéspontjaban
a korhoz huzott érinté szogének abszolut értéke. A szog értéke — igy hogy abszolut értéket
vesziink — fiiggetlen a metszéspont valasztasatél (lasd a 3.2. feladatot). Ha a két alakzat érinti
egymast, akkor szogiik 0. Ha két alakzatnak nincs kdzos pontja, akkor szogiiket — egyel6re — nem
értelmezziik.

a) El6szor azt igazoljuk, hogy két egyenes szoge megegyezik képeik szogével.

Ha a két egyenes e és f, az inverzié kozéppontja O, akkor az e egyenes képe olyan ¢’ kor,
amely dtmegy az O ponton és ott az e-vel padrhuzamos ep egyenes érinti vagy pedig €/ maga az
eo egyenes. Ehhez hasonléan, ha fo az O-t tartalmazé f-fel egyallasu egyenes, akkor f képe, f’
vagy fo vagy egy azt O-ban érintd kor. Az €', f' alakzatok szoge tehdt az O metszéspontjukon
athaladé ep, fo egyenesek szoge, ez pedig megegyezik e és f szogével.

b) Vizsgéljuk most a k., ks alakzatokat (korcket vagy egyeneseket, roviden: kogyeneseket),
amelyeknek van egy O-tél kiillonb6z6 A metszéspontja. Jelolje A-beli érintéjiiket e és f, a kogye-
nesek inverziondl szarmazo képét k., k}, illetve ¢/, f'. A 3.1. feladat allitasa szerint k., és €’ illetve
k' és f' is érinti egymdst, igy k; és k) szbge, amit az A’ metszéspontjukban mériink, megegyezik
¢ és f' szogével, ami az eléz6 paragrafus szerint e és f szogével, azaz ke és ky szogével is egyenld.

Végiil, ha a k., ky kogyenesek egyetlen kézos pontja az inverzié O centruma, akkor ott érintik
egymast, igy a 3.1. feladat adja a bizonyitast.

3.4. Az alabbi csoportokon beliil barmelyik dbra barmelyik masikba atvihet6, de a kiilonb6z6
csoportokba tartozé abrdk nem viheték egymasba.

(A; D), (B; J; K), (C; 1), (E; L), (H; F), (G).
3.1.

1. megoldéas. Az &llitds ebben az altaldnos formdaban nem igaz. Az 1. dbréan a ky, ko, k3, ks
koérnégyes ciklikusan érinti egymast a Pio, Pa3, P34, P41 pontokban, amelyek valéban egy koron
vannak, de a a ki, ko, k3, kj kornégyes is ciklikusan érinti egymadst, ahol a Pia, Pag, P4, Py
érintési pontok nyilvanvaléan nincsenek egy koron.

A kulonbség a kovetkezO: az 1. abran a ki, ko, k3, k4 koroket tudjuk dgy irdnyitani, hogy
az érintési pontjaikban a talalkoz6 korok iranyitdsa megegyezzen. Megfelel pld., ha a ki, ko
koroknek pozitiv, ko-nek és ky-nek pedig negativ forgdsirdnyt adunk. A ky, ko, ks, k) koroket
viszont nem tudjuk igy irdnyitani: ha példaul a k; és ks pozitiv, ke pedig negativ forgdsiranyt
kap, akkor a k) kor pozitiv irdnyitdssal érintené a k; irdnyitott kort, de irdnyitottan nem érintené
ks-at, mig a negativ irdnyitdsa k) kor a kj-et nem érintené, de érintené ks-at.

A 3.1M2. megolddsban az irdnyitassal megfogalmazott altalanosabb tételt igazolunk, most
egyszeribb eszkozok hasznélataval az alabbi médositott allitast tekintjiik:

Lemma Ha a kq, ko, k3, k4 korok kolcsonosen egymaés kiilsejében helyezkednek el és ciklikus
sorrendben érintik egymast, akkor a Pjo, Po3, P34, Py érintési pontok egy kérén vannak.

Bizonyitas

Jelolje a kl kor kéZéppODtjé,t Oi’ a P4101P12, P1202P23, P2303P34, P3404P41 egyen16 szaru
hiromszogek alapon fekvé szogét rendre o, s, ag és ay.

Azt kell igazolnunk, hogy a PioPo3 P34 Py négyszog hirnégyszog, tehat azt, hogy ebben a
négyszogben a szemkoztes szogek Osszege egyenld:

P19 Po3P3y/ + P3y Py Pio/ = Po3P3yPy1 £ + Py PraPos /.
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3.1M1.1. abra.

Ugyanez az «; szogekkel kifejezve (lasd a 2. dbrét):
(180° — g — ar3) + (180° — g — avg) = (180° — a3 — ag) + (180° — a1 — a2),
ami nyilvanvaléan igaz.

2. megoldés. Az eredeti 4llitds nem igaz (ldsd pld a 3.1M1. megoldast). Helyette az aldbbi
Osszefliggést igazoljuk:

I. Lemma Ha a kq, ko, k3, k4 irdnyitott korok ciklikus sorrendben érintik egymast, akkor a
Pio, Pos, P34, Py érintési pontok egy koron vagy egyenesen vannak.

Bizonyitas

Alkalmazzunk Pj5 centrumu inverziét! Ennél kq és ko képe két egymadssal parhuzamos egyenes
lesz, amelyek iranyitdsa is egyforma. igy az alabbi egyszeriibb bizonyitandé allitdshoz jutunk:

II. Lemma Ha k] és k) parhuzamos és azonosan irdnyitott egyenesek, mig k% és k) olyan
irdnyitott korok, amelyek irdnyitottan érintik egymdst a Ps, pontban, és ki a Pjs pontban
irdnyitottan érinti k5, mig kj a Pj; pontban irdnyitottan érinti kj-et, akkor a Pjs, P34, Pj;
érintési pontok egy egyenesen vannak (ldsd az 1. dbrat).

A II. Lemmét a Pj, centrumu kézéppontos nagyitds segitségével igazolhatjuk.

3. megoldas. Az aldbbi gondolatmenetet a 3.10. feladat eredményére és annak 3.10M3. megolddsaban
foglaltakra épfitjiik.

A ki, k3 korok hasonlsagi pontjai legyenek Hy és Ho, a két kor Steiner hatvanya a Hi-
re vonatkoztatva hi, a Ha-re vonatkoztatva hy (ldsd a 3.10M3. megolddst vagy a G.I1.11.18.
feladatot).

Tekintsiik a ki és k3 koroket és a mindkettojiiket érinté korok I halmazat. Ha k € K és k a
Q1-ben érinti ki-et mig Qo-ben ko-t, akkor 3.10M3. szerint a QQ1Q2 egyenes atmegy Hi-an vagy
Hy-n. A K halmazt ennek alapjan két ,osztalyra” Ki-re és Ko-re bonthatjuk fel aszerint, hogy
az érintési pontok Gsszekoto egyenese Hi-en vagy Ho-n megy at. A két osztaly kozos elemei a ky
és a ko korok azon kozos érinté korei, amelyek kozéppontja e két kor centrdlisan van.
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3.1M1.2. abra.

/
P34

Py
3.1M2.1. 4bra.

Ha ko és k4 is KC1-ben van, akkor a ki, k3 korok Hi-hez kapcsolédd Steiner hatvanya:
hy = H1 P12 - HiPo3 = H1 Py - H1 Pyo,

igy a szel6tétel megforditdsa szerint (1asd a G.I1.11.5. feladatot) a Pia, Pas, P34, P41 pontok egy
koéron vannak, ha nincsenek egy egyenesen.

Hasonl6 a helyzet akkor is, ha ko és k4 is Ko-ben van. Ha azonban kiilénb6z6 osztalyban van
ko és kg4, akkor nem feltétleniil vannak egy kérén az érintési pontok.

3.2.

1. megoldas. Alkalmazzunk Py centrumi inverziét! A kq, ko korok k|, kb képei az egymést
a Q12 pont Q)5 képében metsz6 egyenesek lesznek és egyenes lesz a Pia, Pa3, P34, Py pontok
p kogyenesének p’ képe is. A ko, k3 korok képei korok a tovabbi metszéspontok képei pontok,
ezeket eredeti elnevezésiikb6l egy vesszével kapjuk (lasd az 1. abrat).

Irdnyitott szogekkel modulo 180° szdmolunk. A k% korben

Q53Q54 P34t = Q93 Py3 P3y<t (mod 180°), (1)
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ki
K
/
34
ks
v — ky
p/
3.2M1.1. 4bra.
és
Qo3 Pa3 P3y<t = Q19 Pa3 Pyt (mod 180°), (2)
mig a k) korben
P3,Q3,Q < = Py Py Qy <t (mod 180°), (3)
ahol
P3Py Q)1 <U = Py Py Q1o<t (mod 180°). (4)
(1) és (3) Osszegébdl (2) és (4) figyelembevételével adédik, hogy
QH3Q5, Q< = Q9 Pa3 Py <t + Py3 Py Q1< (mod 180°), (5)
Maésrészt a A Q)4 P5s Pj; hédromszogben
Py3Q19 Py << = Q19 Pyg Py < + Py Py Q5 (mod 180°), (6)
igy (5) és (6) osszevetésébél kapjuk, hogy
Q53Q5, Q1 < = Q3Q1,Q%; <t (mod 180°), (7)

azaz a Qf, Qo pontok a @b, Q4 pontok azonos latékorén vannak vagy a négy pont egy
egyenesre illeszkedik. Ebbdl adddik, hogy inverzids 6sképeik — @34, Q12 és Q23 valamint Q41 —
is egy kogyenesen vannak.

2. megoldas. Az 1. dbran nyomonkdvethet? a megoldas. Tovabbhiztuk a PioQ12, P34Q34 sza-
kaszokat QQ12, illetve Q34 felé, hogy megjelenhessen a P1oQ12Q23 3, Pa3Q23Q34 P34, P34Q34Q41 Paa,
Py1Q41Q12 P12 négyszogek egy-egy kiils? szoge, mivel ezek a négyszogek mind hurnégyszogek,
igy kiils? szogiik a szemkozi bels? szoggel egyezik meg az dbra szerint. A vizsgalt négy szog
Osszegével egyezik meg a PioPogP3y/ + P3y Py PioZ és a Q41Q12Q232 + Q23Q34Q 41 L sz0g0sszeg
is. Mivel a PjoPe3P3y Py négyszog pontosan akkor hirnégyszog, ha az el 7bbi dsszeg 180°, mig
a Q12Q23Q34Q 41 négyszog pontosan akkor hirnégyszog, ha az utébbi Gsszeg 180°, igy ez a két
négyszog egyszerre hurnégyszog, azaz ha az egyik az, akkor a mésik is az.

3.4.
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ky -

3.2M2.1. abra.

1. megoldas. a) Lasd a G.IL.11.1. feladat megoldasat!

2. megoldas. a)-b) Jelolje a haromszog cstcsait A, B és C, a beirt (vagy a hozzéirt) kor
érintési pontjait T4, Tp és T, a beirt (vagy hozzéirt) kort illetve kozéppontjat i illetve I, a
korilirt kort illetve kozéppontjat k illetve O.

Alkalmazzunk i-re vonatkozé inverziét! Az A pont képe a 3.1. feladat 3.1M. megoldasanak II.
pontja szerint a TpT¢ szakasz Fy felez7pontja. Hasonloan kaphaté a B és a C pont képe és igy
a k kor k' képe a T4TgTc haromszog Feuerbach-korének adddik. Ismeretes, hogy a Feuerbach
kor sugara a koriilirt — a TATpTc haromszog koré irt — kor sugaranak fele, azaz k képének

sz 2

T r2R

5 = [E_rg) LAz
@ - R?| = 2rR. (1)
A beirt kor a kortlirt kéron beliil van, azaz d < R, és a képlet ilyenkor:
R?> —d* = 2rR, (2)
mig a hozzairt kor kézéppontja kiviil van a koriilirt kéron, tehat d > R, azaz
d* — R* = 2rR. (3)
c) Hasznéljuk fel a G.I1.8.3. feladat b) részének eredményét! Kapjuk, hogy a feltétel:

(R—d)- |(R? — d*)? = 2r*(R? + d)| = 0.

3.5.

1. megoldas. Invertaljuk az dbrat egy tetszbleges A kozéppontu korre!

A K kor képe egy K’ kor lesz, a K dtmérdegyeneseinek képei a K kor O kozéppontjanak O’
képén és A-n atmend korok, az A-n és K egy e atmérdjének végpontjain atmend [ kornek a képe
egy olyan egyenes, amely atmegy I’ és K’ két metszéspontjan. Végiilis azt kell igazolnunk, hogy
van egy olyan pont, amely illeszkedik az A-n és O’'-n 4tmend barmelyik kor — mint az elébbi
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' — és a K’ kor hatvanyvonaldra. Az A-n és O'-n dtmend korok kozos hatvanyvonala az AO’
egyenes, tehat annak a @ pontnak, amelyben [’ és K’ hatvinyvonala metszi AO’-t, a hatvinya
mindegyik A-n és O'-n 4tmend korre és K'-re is egyforma, tehdt rajta van ezek koziil barmelyik
ketto hatvanyvonalan.

2. megoldas. Tekintsiink egy A-n atmend [ kort, amely K-t a PQ atmér6 végpontjaiban metszi.
Legyen l-nek a k korre vald invertaltja [;, ugyanakkor az [ kornek a K-kor O koézéppontjara
tikrozott képe lo.

Allitjuk, hogy az l;, lp kérok megegyeznek egymadssal. Ez azonnal nyilvanvaléva valik, ha a
P, @ pontoknal megvizsgaluk K és [ valamint K és [; illetve K és lp sz6gét. K és [ szoge P-nél
és (Q-nél abszolutértékben megegyezik, de irdnyitasa szerint ellentétes. A kozéppontos tiikrozés
kicseréli P-t és -t és a szogeket irdnyitds szerint megtartja. Az inverzid helybenhagyja P-t
és -t is és a szogeket megtartja, de megforditja az iranyitasukat. Végeredményképp [; és lp
olyan P-n és Q-n dtmené koérok, amelyek P-nél és Q-nédl egymaéssal egyenld iranyitott szogben
hajlanak K-hoz, tehat tényleg megegyeznek egymassal.

Ilymédon, ha invertaljuk A-t K-ra, majd a kapott képet tiikrozziik O-ra, akkor visszajutunk
[-re, tehat az igy kapott pont mindegyik olyan korre illeszkedik, amely dtmegy A-n és K-t egy
atmér6 két végpontjaban metszi.

Roviden: az az O centrumu negativ ardnyi inverzid, amely K-t 6nmagara képezi (a K-n
kozéppontos tikrozésként hat) sziikségképpen fixélja azokat a koroket is, amelyek K-t egy &t-
mér6 végpontjaiban metszik, igy ha az A pont rajta van egy ilyen kérén, akkor az inverzidnal
szarmazo képe is rajta van.

3. megoldas. Ha r a K kor sugara, akkor a K kor O kozéppontjanak a vizsgalt korok barme-
lyikére vonatkozé hatvanyara a —r? érték adédik, ha a hatvanyt a vizsgélt kor azon hirjan
szamoljuk, amely K atmérdéje. A szelGtétel szerint a hatvany értéke ugyanekkora lesz az A-t
tartalmazo6 hiiron is, tehat
r2

=57
ahol A’ a vizsgélt kor AO szelGjének A-tdl kiilonbozé és az eldjelek szerint O-t6l A-val ellenkezd
irdnyban taldlhat6 pontja. Ezek szerint illeszkedik az A’ a vizsgalt korok mindegyikére.

Megjegyezziik, hogy a korok A-tdl kiilonbozé A’ metszéspontja az A pont képe az O kozép-

pontti —r? paraméterdi inverziénal. Ennél az inverziénél a vizsgalt korok mindegyike fix.

pA

3.6. Az a feltétel, hogy a K-ra vonatkozd inverzié kicseréli egymaéssal A-t és B-t ugy is fogal-
mazhaté (14sd a 3.16. feladatot), hogy az A-n és B-n dtmend kogyenesek merdlegesek K-ra. Az
I-re vonatkozé inverzié kogyenestartd, tehdt az A, B pontokon atmend kogyenesek képei A’,
B’-n 4tmend kogyenesek. Az inverzid szogtarto is, tehdt a K’ kor meréleges az A’, B’ pontokon
atmend kogyenesekre. De ujfent a 3.16. feladat allitdsa szerint ez azt jelenti, hogy A’ és B’
egymds képei a K’ korre vonatkozé inverzional.

A fenti gondolatmenetbdl az is kideriil, hogy ha K képe a K’ egyenes, akkor A’ és B’ egymas
tikorképei erre az egyenesre. Tehat inverziéval atvihetjiik az inverziot tengelyes tiikrézésbe.

3.7. Hasznéljuk fel a 3.6. feladat eredményét, kiilénoésen annak 3.6M. megoldasa végén tett
megjegyzést. Vizsgaljuk a t tengelyre vonatkozd tengelyes tiikrozést. Tekintsiink egy olyan ¢
inverziot, melynek centruma nem illeszkedik t-re és jelolje t képét az ¢ inverzional 7. A T-ra
vonatozé inverzional pontosan akkor felel meg egymaéasnak az A és a B pont, ha ezen pontok
i-nél szarmazé A’, B’ képei egymasnak felelnek meg a t egyenesre vald tiikkrozésnél. Ez épp azt
jelenti, hogy 7 o7 o 7 Gsszetett transzformacié — ahol most egyszerre hasznaljuk a 7 jelet a korre
és a ra vonatkozd inverzidra — a t-re vald tiikrozéssel azonos.

t(AY=B', é ToioT(A)=710i(A)=71(B)=DhB.
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3.8. A 3.7. feladat allitasabol kovetkezik, hogy minden egybevagdsag el 7allithaté inverzidk kom-
poziciéjaként.

Ennek alapjan elegend? igazolni, hogy barhogyan is adottak az egymastdl kiillonboz? Ay, Ao,
Asz pontok, mindig van olyan inverzié, amely ezeket olyan Bi, By, Bs pontokba képezi, amelyek
egy egyenesen vannak és amelyekre By az egységnyi hosszisigi BsBs szakasz felez 7pontja.
Val6ban, ha i ilyen inverzié, mig ¢’ az A}, A}, A% pontokat viszi ugyanilyen tulajdonsigi Bj,
B), B pontokba, akkor van olyan — inverzidkkal el 74llithat6 — ¢ egybevigdség, amely a By, Ba,
Bs pontokat rendre a B, Bj, B pontokba viszi és igy a keresett transzforméci6 el ?4ll az i, ¢,
i’ transzformaciok kompozicijaként.

Tehat olyan O pontot és O centrumi ¢ inverziét keresiink, amelyre

I. az A1 A2 A3 ponthdarmas képe kollinearis;

IL. az i(A1)i(A2) = i(A1)i(A3);

ITI. i(Ag)i(As) = 1.

Az 1. feltétel pontosan akkor teljesiil, ha O illeszkedik arra az egyértelm? k korre vagy egye-
nesre, amely atmegy az A, As, A3 pontok mindegyikén, de nem egyezik meg a harom emlitett
pont egyikével sem.

A TI. feltétel a 3.18. feladat eredménye szerint pontosan akkor teljesiil, ha O illeszkedik arra az
Aj-en atmen? egyértelm 7en 1étez? [ korre (lasd a 3.14. feladatot), amelyre vonatkozé inverzid
kicseréli Ao-t és Az-at. Ez az [ kor az Ay Az egyenest egyszer metszi az As Az szakaszon és egyszer
azon kiviil.

A fenti k, [ korok egyik kozos pontja az A; pont, de nem érintik egymaést, hiszen [-nek van pon-
tja a k koron belill (az Ag Ag szakaszon) és azon kiviil is. Legyen a k, [ korok masik metszéspontja
O. Barmelyik O centrumi ¢ inverzid teljesiti az 1., I1. feltételeket, az inverzié paramétere pedig
bedllithaté gy, hogy I11. is teljesiiljon. Ezzel a feladat allitasat belattuk.

3.9.

1. megoldas. Az A, B pontok akkor és csakis akkor cserélédnek ki a k korre vonatkozé inverz-
i6énél, ha az A-n és B-n atmend kogyenesek merélegesek k-ra (lasd a 3.16. feladat E pontjét).
Keressiik meg tehat a ki-re és a ko-re merdleges kogyeneseket !

Az egyik ilyen kogyenes a k1, ko egyenes kozos centralisa, t. Megjegyezziik, hogy t nem létezik,
ha k; és ko koncentrikus, de ilyenkor olyan valésagos pontpar sincs, amely mindkét korre vo-
natkozo6 inverziénal kicserélodik, csak a kozos centrum és a ,végtelen tavoli pont” cserélodik
fel.

Keressiink egy mindkét korre merdleges kort is! Ehhez tekintstk a ki, ko korok h hatvanyvon-
alat. Messe a hatvanyvonal a t centralist T-ben tekintsiik h egy — k1 és ks kiilsejében taldlhato
— H pontjat. Mivel H a ki, ko korok kiilsejében helyezkedik el, igy H-nak a két korre vonat-
kozé egyenld hatvanya pozitiv — jelben r% —, azaz van egy olyan H kdzépponti kg kor, amely
merdéleges ki-re és ko-re is.

A keresett pontpar a ky kor és a t egyenes két metszéspontja. De van-e két metszéspont? Ha
k; sugara r1, kdzéppontja O, akkor %, = HO? —r? mig HT? = HO? — O1T?. Pontosan akkor
van két metszéspont, ha r%{ > HT? azaz ha r? < O1T?, tehit ha a hatvanyvonal centrilisra
illeszkedo6 pontja a k; koron kiviil van. Ez épp azt jelenti, hogy a ki, ko kérok hatvanyvonalanak
nincs kozos pontja a két korrel, azaz azoknak sem egymassal. Ebben az esetben van a feladat
feltételeinek megfelelé pontpar, amelyet fent meg is leltiink.

2. megoldas. Ha A és B kicserélédik a kq és a ko korokre vonatkozd inverziénal, akkor kq és ko
is az A, B pontpar egy-egy Apolloniusz kore (lasd a 3.15. feladatot), tehat ki és ko koz6s pont
nélkiili nem koncentrikus korok.

ki és ko is az A, B pontpar egy-egy Apolléniusz kore (lasd a 3.15. feladatot), tehat ki és ko
koz6s pont nélkiili nem koncentrikus kérok. Megmutatjuk, hogy ha a ki és ko k6z6s pont nélkiili

194



3. Inverzio Megoldasok

nem koncentrikus korok, akkor van megfelel6 pontpar, és alabb meg is hatarozzuk azokat.
Ha A(aq,as), B(b1,bs) és ky illetve ko az A, B pontok \; illetve A9 ardnyt Apolléniusz kore,
akkor A, B, ki és ko egyenletei:

A: (r—a1)?>+ (y—a2)? = 0, (1)
B: (x—bl)Q—i—(y—bg)z = 0,
Ky : A1 ((:L' - a1)2 + (y — a2)2) - ((w - bl)2 +(y — b2)2) = 0, (2)
ks : A ((x—a1)’ + (y —a2)?) = ((x = b1)* + (y —b2)?) = 0,

tehdt A és B (1) egyenleteinek linedris kombinaciéibél kaphatok k; és ko egyenletei. De ki és
ks (2) egyenleteinek linedris kombinéciéibdl is megkaphatdk A és B ,egyenletei”, azaz az A, B
pontok koordinatai. Valoban, fent

1 1 A2 A1

A= ki — k B= k1 —
)\1—)\21 )\1—)\2 % )\1_)\21 )\1_)\2

ka.

Most k; és ko adottak, egyenleteik legyenek

kl : II,'2 + y2 - 251*7: - 2"719 + 51 = 07 (3)
ko : 22 + % — 261 — 2y + 92 = 0.

Ugy kell linedrkombindlnunk ezeket az egyenleteket, hogy 0 sugart korcket, azaz pontokat
kapjunk. Tekintsiik pld az ak, + ko kort, tehat azt, melynek egyenlete

2 o081 t& Lo ANy | adit 0

— 0. 4
at1 arl YT o (4)

Ozkj1+k21 x2+y

Ugyanez teljes négyzetek Osszegére irva:

afy + &)\ ? am +m\? (o + &) am +m2\?  ad + 6
po CSTS2) () TR (TS - G
a+1 a+1 a+1 a+1 a+1

ami akkor lesz pont, tehat 0 sugart kor egyenlete, ha
0= (a1 +&)* + (a1 +n2)* — (ady + d2)(a + 1), (6)

A 6. egyenletben adott &1, &, m1, M2, 01, 02 és a-t keressiik. Egyenletiink az « valtozoban
maéasodfoki:

0= (& +ni — 01)a® + (261&2 + 2mnz — 61 — 62)a + (€5 + 175 — 62) (7)
és pontosan akkor van két megoldasa, ha a
D = (2616 + 2mmg — 61 — 62)° — A(EF + 07 — 61) (&5 + 13 — b2) (8)

mennyiség, azaz

D =4(&m — &m)? + (61 — 62)° (9)

pozitiv.

xxx XXX FOLYTATAS?
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3. megoldas. Vildgos, hogy az egymassal kicserélédé A, B pontokat a ki, ko korok ¢ centralisin
kell keresni. Tekintsiik ¢-t szdmegyenesnek, amelyet k; a pi, p2, mig ko a q1, g2 szdmoknak
megfelelé pontokban metsz, mig A-nak és B-nek az x1 és az xo szam felel meg. Az inverzids

feltételek:
(551 _ p142rp2) (562 _ p142rp2 — plgpz) , (1)
(551 _ Q1;q2) (CC2 _ q1;q2 — q1;(n) ]
Ezekbél
_ q192—p1p2
T1+22 = Q1+Qg’_—p1—p2_’ 3 (2)
riry — L0 1;21232—2112;21 P1P2g2
azaz
@2 —pip2 = VD
T12 = ; (3)
Q1+ g2 —p1 — P2
ahol
D= (p1 —q1)(p1 — @2)(p2 — q1)(p2 — @2)- (4)

A D diszkrimindns pontosan akkor pozitiv, ha a (p1, p2) szampér elvilasztja a (¢1,g2) szampdrt,
azaz q1 és qo egyike a py és a po kozOtt van, a masik pedig nincs a ketté kozott és nem is egyenlo
veliikk. Ez épp azt jelenti, hogy a k1, ko korok nem metszik egymast. Ebben az esetben (3) adja
meg az A, B pontok helyét.

3.10. Egy egyenes pontosan akkor mer ?leges egy korre, ha dtmegy annak kozéppontjan. Igy két
adott kor pontosan akkor koncentrikus, ha egynél tobb olyan egyenes van, amelyre mindkett?
mer ?leges.

Tehat ha adott két kort koncentrikus korékbe akarunk vinne, akkor olyan kdgyeneseket kell
keresniink, amelyek mindkett 7re mer 7legesek. Ha két ilyen kbgyenes egyik metszéspontja az
inverziénk centruma, akkor a masik metszéspont képe lesz a képkorok kozos koézéppontja.

A sziikséges kogyenesek megtalalasat 1étezését a 3.9. feladat garantalja és némelyik megoldés-
bdl a szerkesztés is kidertil.

3.11. a Ha a ky, ko korok sugarai r; és rq, akkor a korlanc tagjainak koézéppontjai egy R =
= % sugart koron vannak, és a korlanc tagjai p = w sugaru korok (lasd a 2. abrat). A
koncentrikus korok A kozéppontjai, a korlanc két szomszédos tagjanak Oy, O kdzéppontja egy
olyan egyenld szari haromszoget alkot, amelyben az alap T felez6pontja az korlanc tagjainak
érintési pontja és amelyben

O1AT = 18 = 22 5°, ATO, / = 90°,
1—‘01 _ p _ ‘7‘1;7’2|’ AOl — R — T1<51”2’ (1)
tehat
|r1—ra| :—1 — 1‘
. o . o 2
sin 22,5° = ——2— — sin 22,5° = 1 (2)
2 T2
amibdl

ry 1-+sin22,5°
— = (3)
79 1 —sin 22,5
b) Az ATO; derékszogl haromszogben AT = R, ezt a hosszt keressiik és Pitagorasz tételével
meg is hatarozhato:

2

r —Tg
= T1T2, (4)

2

T1+T2>2_

RQZAT2:A0%—01T2:< 5
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3.11M.2. 4bra.

azaz R = \/rirs.

c) Az 1 osszefiiggések kozil csak a legelsé médosul az alabbi médon:

180°
0,1ATZ = 50 ,
n

igy az altalanos esetben
1 . 180°
71 =+ sin =

= - 180°°
T 1 —sin r

mig az R = \/r1ry Osszefiiggés ugyanigy érvényben marad.

3.12. Invertdljuk a 3.11. feladatban vizsgalt konfiguraciot egy tetszoleges, de az ottani ki, ko
koncentrikus koérokkel nem koncentrikus korre!

3.3. a) Komplex szamok hanyadosdnak argumentuma az osztandé és az oszt6 argumentumanak
killonbsége. A (21, 22, 23) = Z1=22 osztéviszony argumentuma (forgdsszoge) az (21— 23), (23 — 22)
komplex szamok argumentuménak kiilénbsége. A hanyados tehat pontosan akkor valds, ha a
z1 és z3 ponton atmend egyenes egyallasi a z3 és zo ponton atmend egyenessel, azaz pontosan
akkor, ha 21, 2o és z3 egy egyenesen van.

b) A hasonlésagi transzforméciok megtartjék a szakaszok egyméshoz viszonyitott ardnyét és a
szogek nagysagat, tehat megorzik hdrom komplex szam komplex osztéviszonyat is. Természete-
sen ezek hanyadosat, a kettésviszonyt is megorzik.

c) Ezt elég az origd kozéppontt egységkorre vonatkozé inverziéra igazolni, hiszen hasonlosé-

gi transzformécidkkal ebbdl minden inverzié elkészithet6. Az aldabbi algebrai Osszefiiggést kell

igazolni:
1 11 1
(21—23.21—Z4>_ %% . m =
SEERFEEY R T
De
(21 —23 21 —Z4> _ ((21 — 23)(24 —22)> _ (z1 —73)(Z1 — 7)
23— 72 24— 22 (23 — 22)(21 — 24) (3 — =) (71 — 71)
mig

L
Z1
L
z3

=

L (E-9)E-3)
.z za _ Z3) \z4
RN IR
1 = = m)\m =
igy a jobb oldali tortet Z1z2z324-gyel bévitve a bizonyitandé allitast kapjuk.
d) A (21, 22, 23) = ZI=22 osztéviszony értéke olyan komplex szam, amelynek argumentuma mod

H
— S”»—A

S|l
= &l=

23—2
180° megadja azt a szoget, amellyel a 29, z3 pontokon atmené egyenest el kell forgatni, hogy a
z3, z1 pontokon &dtmené egyenest kapjuk. Ehhez hasonléan, a (z1,29,24) = 2:2 osztoviszony
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argumentuma mod 180° az a szdg, amellyel a zo, z4 pontokon atmend egyenest el kell forgatni,
hogy a z4, z1 pontokon dtmend egyenest kapjuk. A két osztéviszony hanyadosa pontosan akkor
valés, ha a két osztoviszony argumentuma egyenlo egyméssal mod 180°.

Ha ez a két szog 0-val kongruens mod 180°, akkor a négy pont egy egyenesen van, ha pedig
egy a # 0 szoggel kongruens mod 180°, akkor a z3 és a z4 komplex szamoknak megfelel pontok
illeszkednek a z1, zo pontpar « szogi latokorére. Ezzel az allitast igazoltuk.

3.3.

1. megoldas. A k gbémbi kor a g gbmbnek valamely X sikkal valé metszete. Legyen k kozép-
pontja a X sikban Oy, legyen tovabbé a g gémb kézéppontja O,.

Tekintsiik az Oy, Oy, P pontokat!

Ha P = O, akkor a vetités egyben kozéppontos tiikrozés, ez tényleg kortarto.

Ha P = Oy, akkor k vetitése egy dnmagara valé kozéppontos tiikrozés, k képe kor.

Ha O, = Oy, akkor tekintsiik a g gémb k korre merdleges k't dtméréegyenesét. Ha P illeszkedik
erre az egyenesre, akkor a teljes dbra forgistengelye a k* egyenes, természetes, hogy a k kor
képe is kor lesz. Ha P nem illeszkedik a k' egyenesre, akkor a P pont és a k' egyenes altal
kifeszitett II sik szimmetriasikja az abranak, a tovabbi vizsgalatok megegyeznek azzal az esettel,
amikor Oy, Oy és P mind kiilonb6zdek.

Ha Oy, Oy, és P kiilonbozbek, akkor az dbrdnk megint forgasszimetrikus.

Végiil, ha Og4, Oy, és P nincsenek egy egyenesen, akkor tekintsiik e hdrom pont II sikjat. Messe
ez a sik a k kort az AgB; érintOben és legyen a PAy, PB; egyenesek maésik metszéspontja a ¢
gémbbel A; illetve B;. A g gdbmb szimmetrikus a II sikra, mert rajta van a kdzéppontja, és a k
kor is szimmetrikus II-re, hiszen II tartalmazza a k kor forgastengelyét az O,0;, egyenest. Ebbdl
kovetkezden a 11 stk az egész dbra, tehat a k kor P-bol vetitett [ képének is szimmetriasikja lesz.

A g gbmbot a II sik két félgbmbre osztja. A g gombnem a P-bdl valé onmagara vetitése kicseréli
egymassal ezt a két félgbmbot, ha a P pont a g gdmb bels6é pontja, mig az egyes félgomboket
onmagéra képezi, ha g kiils6é pont.

Tekintsiik a k kor tetszbleges Cj pontjat és annak ApBj egyenesre vonatkozé Ui mer6leges
vetiiletét. Messe a PUj egyenes az A;B; egyenest Uj-ben és bocsdssunk meréleges A; Bi-re Uj-
ben. Allitjuk, hogy e mer8legesnek a G gémbbel val6 egyik — az el6z6 bekezdésben foglaltaknak
megfelel6 — metszéspontja az a C; pont, amely a Cj pont képe a g gombnek a P pontbdl
onmagara valo vetitésénél. Ha ezt igazoljuk, akkor ezzel a feladat allitasat is bizonyitjuk, hiszen
az igy adodo C pontok mértani helye az A;B; egyenesen atmend, a Il sikra meréleges ¥ sik és
a g gdbmb metszésvonala, ami egy [ kor. (Lasd az 1. dbrét)

A P, Uy, U; pontok egy egyenesen vannak és az UpCy, U;C} egyenesek parhuzamosak egymas-
sal, igy mindo6ssze annyit kell igazolnunk, hogy

UC;  PU,
UCr  PU;

Irjuk fel a magassagtételt a k, | korokben az Ay By, A;B; dtmérékre irt ApCy By, A;C;B; derék-
sz0gli haromszogekre!

(1)

UC? = U A -UB, U,CE = Uy Ay, - UpBy. (2)
Ennek fényében (1) igazoldsdhoz azt kell megmutatni, hogy

UA-UB,  PU}
UpAg - UpB, ~ PUE’

azaz

UlAl : UlBl . UkAk : UkBk
PU?  PU}
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3. Inverzio Megoldasok

B

3.3M1.1. abra.

irjuk fel a Szinusz-tételt a PU;A;, PU,B;, PU, A, PUy B, hdromszogekben !
UlAl o sin UlPAIZ UlBl o sin UIPBIZ

= = 4
PUl SinPAlUIZ’ PUl SinPBlUIZ’ ( )
illetve
UkAk o sin UkPAkZ UkBk _ sin UkPBkZ (5)
PU,  sin PA UL/’ PU,  sin PBLU,/’
A bizonyitandé (3) osszefiiggés trigonometrikus forméja tehdt
SinUIPAlZ~SinU1PBIZ . SinUkPAkZ~SinUkPBkZ (6)
sin PAUZ -sin PBU/  sin PAyU,/Z - sin PBLULZ’
Az A;, By, A, By pontok mind illeszkednek a II sik és a g gomb 7 kdrmetszetére, igy
sin PAlUlZ = sin AkAlBlZ = sin AkBkBlZ = sin UkBkPZ, (7)
sin PB[U[Z = sin BkBlAIZ = sin BkAkAlZ = sin UkAkPZ,
Miésrészt nyilvanvald, hogy
sin UIPAlZ = sin UkPAkZ, sin UlPBIZ = sin UkPBkZ, (8)

igy a (7), (8) Osszefiiggések igazoljak a (6)relaciot.

Megjegyzés A (3) 6nmagdban is érdekes. Kovetkezik bel6le pld a nevezetes , Pillango-tétel”.

Ehhez tegyiik fel, hogy P a g gdmb, azaz a k kor bels6 pontja és PU; > PUy. A (3) Osszefiiggés
ilyenkor azt jelenti, hogy az U; pontnak a k korre (a g gombre) vonatkoz6 hatvinya legalabb
akkora, mint az U pontnak a k-ra vonatkozé hatvanya. Ha az UpU; egyenes a k kort a Vi, V;
pontokban metszi, akkor tehéat

ViU, - UV, > ViU, - UV,
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azZaz

ViU, - (U U + U Vi) > ViU - (UpUr + U V),

amibdl a zardjelek felbontasa, a ViU - ViU tag eliminalasa és U;Ug-val vald osztds utan V;U; >
> ViUg. Ezek a lépések megfordithatok, igy azt kaptuk, hogy a PU; > PU, ViU; > VU
egyszerre teljesiilnek. Ez azt is jelenti, hogy P pontosan akkor felezi az U,U; szakaszt, ha P az
Vi Vi hir felezépontja.

3.3M1.2. 4bra.

2. megoldas. Inverzio a térben

Legyen a P pontnak a g gdbmbre vonatkoz6 hatvinya A. A P centrumu A paraméterii inverzi
onmagara képezi a g gombot gy, hogy pontosan azt a leképezést valdsitja meg rajta, mint a
P-bdl vald vetrités.

A k kor eléallithaté két gomb vagy egy gdémb és egy sik metszésvonalaként. Az inverzié a
gombokbdl és sikokbdl gomboket és sikokat ,csindl”, igy a k kor képe is el6all két gomb vagy
egy gomb és egy sik metszésvonalaként, tehdt kor lesz.

3. megoldas. Algebrai geometria

El6szor elmondjuk a gondolatmenet 1ényegét, utdna részletezziik a bizonyitast. Tekintsiik azt
a K kupot, amely a P ponton at a k kér pontjaihoz huzott egyenesek alkotnak. A K kip a
térbeli Descartes koordindtarendszerben egy haromvaltozés masodfoku egyenlettel, jelben Ko =
= 0 adhaté meg. Ennek részletes indoklasat kédbb adjuk meg. A g gémb is egy haromvéltozds
méasodfokt egyenlettel — jelben Go = 0 — adhaté meg ugyanabban a koordinatarendszerben.

E két egyenlet akCy + 5Go = 0 linearis kombinéciéi is haromvaltozdés méasodfoka egyenlettel
megadhaté alakzatok, és ezek az alakzatok mind tartalmazzédk a g gomb és a K kip kozos
pontjait.

Tekintsiik a k kor X, sikjanak egy k pontjaitol kilénb6zo @ pontjat. @) a gdbmbon és a kapon
sincs rajta, igy azok egyenletébe beirva @ koordinatait a kapott G(Q), K(Q) értékek zérustol
kiillonboz6ek lesznek. Tekintsiik tehat a

G(Q)K2 — K(Q)G2 =0 (1)

egyenlettel megadhaté masodrendi feliiletet. Ezt az egyenletet kielégiti K minden pontja és a
@ pont is. Ebbdl kovetkezik, hogy a 3 sik minden pontja is kielégiti az egyenletet. Valoban,
egy tobbvaltozos poklinomnak valamely egyenesre valé megszoritisa is is masodfoku polinom az
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egyenesen, igy vagy azonosan nulla azon az egyenesen vagy legfeljebb két zérushelye van ott. A
@Q-n atmend k-t metsz6 egyeneseken azonban harom zérushelye is van vizsgélt polinomunknak,
igy ezeken az egyeneseken azonosan nulla. Ebbdl kévetkezik, hogy a k kor belsejében is azonosan
nulla és ¥ minden pontjan at hizhaté k belsején athaladd egyenes, igy a kifejezés zérus a teljes
> sikon.

Vegylink fel egy 1j koordinatarendszert, amelynek origdja, y és z tengelye is a 3, sitkban van,
amelbyen tehdt 3, egyenlete az x = 0 egyenlet. Nem nehéz igazolni, hogy a G, K alakzatok
egyenlete ezen 1j koordindtarendszerbe nis masodfoki, utébbié legyen K, = 0. Részletesebben:

K anz? + aoxy + 1322 + a1 + asny? + assyz + asuy + assz® + asaz + as = 0. (2)

A K kifejezés mindig zérus, ha x = 0, azaz a a2y? + a93yz + asay + aszz? + asaz + aus kifejezés
értéke y és z barmely értéke esetén nulla. Nem nehéz igazolni, hogy ez csak akkor fordulhat eld,
ha

agy = ag3 = G4 = a3z = azq = agq = 0.

Ekkor tehat
Ky:  x(anz +ay+ a3z +ayy) = 0. (3)

A ay1x+ar2y+aiz3z+ars = 0 egyenlet egy 3 sik egyenlete, tehat a kup és a gdbmb metszéspontjai
két sikban helyezkednek el, ahol nyilvan két kort alkotnak, hiszen a gémb és a sik metszésvonala
kor. A P-bdl vald vetités egymasra képezi ezt a két sikot, ezt a két kort.

3.1. Invertaljuk az ABC haromszog csicsait és k korilirt korét a haromszog ¢ beirt korére! Az
inverzié 3.1M. megolddsban leirt szerkesztése szerint az A, B, C pontok A’, B’, C’ képe rendre a
B1C1, C1 Ay, Ay By szakasz felezOpontja. A k kor képe tehét az A; B1Cy haromszog k' Feuerbach
kore. Ennek Of kozéppontja nem a k kor O kézéppontjanak képe, de az inverzid kézéppontja,
az invertdlt és a képkor kozéppontjai egy egyenesen vannak, azaz most

01, O és OF

kollinearis. Masrészt az Ay B1C7 haromszog Euler egyenesén van e haromszog koriilirt és Feuer-
bach korének kozéppontja, valamint a magassagpontja, azaz

01, Op ¢és DM,
is kollinearis. Ebbdl kovetkezik, hogy

O, 01 ¢é M
egy egyenesen vannak.

3.2. Két olyan kor is van, amely érinti az AB, AC oldalegyeneseket és az w kort: az egyik,
amelyet most nem vizsgalunk, az w kor kiilsejében van, tehat az ABC' haromszoglapon és igy
az 1 koron is kiviil helyezkedik el.

Alkalmazzunk i-re vonatkoz6 inverziét! (lasd az 1. dbrat). Az ¢ kor AB, AC és BC oldalon
talalhaté To, T, Ta érintési pontjai fixen maradna az inverziéndl. Ismeretes, hogy az A, B,
C' csicsok ilyenkor az TgTe, TeTa, TaTg szakaszok A’, B', C' felez8pontjaiba képz&dnek..
Az w korilirt kor képe a T4TpTc haromszog Feuerbach kore lesz, melynek sugara a TaTpTo
haromszog koriilirt kore sugaranak fele lesz.

Az AB, AC egyenesek ITq, ITp atmérdji korokbe képzédnek, ahol I az i kor kézéppontja,
inverzionk centruma. Ezeknek a koroknek a sugara is fele az i beirt korének és mindketten
4dtmennek az A’ ponton. Ez a két kor adott, mig az w’ kor valtozhat, de & is ugyanakkora sugar,
A’-n 4tmend kor. Van-e olyan kor, amely érinti mind a harom legutébb emlitett kort ?
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3.2M.2. 4bra.

Igen van: az A’ kozéppontt, i-vel azonos sugari ¢4 kor megfeleld (lasd a 2. dbrat). Ez nem
lehet teljességgel ¢ belsejében, hiszen azzal egyenlé sugari. Emiatt invertalt képe, c4 sem lesz
teljesn -n kiviil, nem egyezhet meg a megoldas elején emlitett ,rossz” korrel. A most kapott c4
kor tehat megfeleld és fiiggetlen a B, C' pontpar valasztasatol.

3.7. Lasd Komal[11][12], F. 1783 (1971/9).

3.8. Lasd Komal 768. gyakorlat (1962/4).

3.9. Léasd Komal P. 80 (1972/2).

3.10. Lésd Komal P. 84 (1972/4).

3.11. Az 1982. évi Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia 2. feladata (Kémal 1984/1)
3.12. Lésd Komal P. 44 (1970/4).

3.13. Lésd Kémal P. 28 (1969/12).

4. Komplex szamok a geometriaban

4.1. Az Altalanossig megszoritasa nélkil a hirnégyszog koré irt korének koézéppontja az O
pont, csicsai a,b, c,d. A négy haromszog koré irt kore megegyezik. A komplex szamokra, mint
vektorokra tekintiink és felhasznéljuk, hogy amennyiben a koré irt kor koézéppontjabdl iranyitunk
vektorokat a hdromszog csiicsaiba, akkor a harom vektor 6sszege éppen a magassagpontba mutat.
Ennek megfelelden a négy haromszog magassagpontjaihoz tartozé komplex szamok rendre a +
+b+c,b+c+da+c+désa+b+d Az a+ b+ c magassagpontot és a d cstcsot Osszekotd
szakasz felezOpontja a W pont. Hasonlbéan latjuk, hogy ez barmelyik magassadgpontra és
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a negyedik , a hdromszog cstuicsai koziil hidnyzo, csicsra igaz. A négy felezépont egybeesik. Ez
geometriai szempontbdl pontosan azt jelenti, hogy az eredeti négyszog és a magassidgpontok
altal meghatarozott négyszog erre a pontra kézéppontosan szimmetrikus.

4.2. Vélasszuk ismét origénak a koriilirt kor kozéppontjat. Az (abc) haromszog Feuerbach-
korének f kozéppontja az (OM) szakasz felez6pontja, azaz

at+b+c

f=—

Az f-et pl. az (ab) oldal f; felezOpontjaval osszekotd vektor

a+b a+b+ec c
i—f= -

2 2 2
ez pedig parhuzamos az O-t a ¢ ponttal 6sszekoto vektorral és fele olyan hossziisagu.

4.3. a) Legyen ismét a koré irt kor kozéppontja az O pont, a négyszog csicsai az a,b,c,d
pontok. Az a,b, c,d mindegyike azonos hossztusdgi. Az egyes haromszogek Feurbach-koreinek
kozéppontjai a magassagpontokat a koré irt kor kozéppontjaval 6sszekoto szakaszok felezGpontjai

a+b+c a+b+d at+c+d b+c+d
2 ’ 2 ’ 2 ’ 2 '

pontot. Az egyes kozéppontok tavolsagai ettdl a ponttol éppen a kor
at+v+c _ a+btctd a+b+ct+d
2 2 2

- a+btctd
Vegyiik most az 5

sugaranak felével egyenl¢k. PL. = —5. A négy kézéppont az koriili
koron helyezkeik el. Ezt a kort hivjuk a négyszog Feuerbach-korének.

b) Most lattuk be, hogy a négy haromszog Feuerbach-korei atmennek a négyszog Feuerbach-
korének kozéppontjan.

c) A négyszog sulypontja , valéban felezi az OO’ szakaszt.

Eltér6é gondolatmenettel is célhoz ériink. Legyenek az egyes haromszogek Feuerbach-koreinek

kozéppontjai o', V', ', d’. Alkalmazzuk a

a+b+c+d
4

1
2 = 5[—z+(a+b+c+d)}
transzforméciot. Ez a transzforméci6 az (abed) négyszoget az (a’'t'dd’) négyszogbe viszi. Lathatéan
ez a transzformacid egy eltolas és egy % aranyu kozéppontos hasonlésag szorzata, ezért az (abed)
hiarnégyszog képe (a’'t/dd’) négyszog is hiirnégyszog, a pontok egy korén vannak. A transzfor-
macié az O pontot az W pontba viszi.

4.4. Az (abcde) 6tszog esetében vegytk az W pontot. Ennek a pontnak pl. az (abed)

hirnégyszog Feuerbach-korének kézéppontjatdl vett tavolsiga a

a+b+c+d a+bt+ct+d+te e

2 2 T2
komplex szdm norméja, az eredeti kor sugaranak fele. Az 6t hirnégyszog Feuerbach-korének
kozéppontja egy koron van, a kézéppontja 7a+b+§+d+e.
Latjuk, hogy ez az eljaras folytathaté. Egy korbe irhaté n-szog esetén egy-egy csics elhagydsa-
val (n — 1) oldald hursokszogeket kapunk. Ezek mindegyikének van Feuerbach-kore. Az n darab
kozéppont egy kéron van.

4.1. A g—:g = % egyenlet C-re linearis, ebbdl C-t kifejezve kapjuk a bizonyitandé Osszefiiggést.
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4.2. A hasonldsagi feltétel azzal ekvivalens, hogy a két haromszogben ao-nél illetve bo-nél
irdnyitas szerint is azonos sz0g van és a két szomszédos oldal ardnya is megegyezik. A kom-

plex szamok nyelvén tehat
ag—ay; by —b

ao—ag_bo—bQ.

Ebbdl adédik a kivant polinomialis kifejezés:

(a0b1 — albo) + (albg — agbl) + (CLQbO — aobz).

4.3. a) A z szamnak megfeleld pont akkor és csakis akkor van az emlitett egyenesen, ha a 2

tort értéke valds szam. Egy komplex szdm pontosan akkor valds, ha egyenl6 a konjugéltjaval. A
sziikséges és elégséges feltétel tehat

[WINIRN
I
7 N
IR
~
Y
=
o
=
7N
o
~__
I
LY

Ebbdl kozvetlentil adédik a feladat allitasa.
b) Most a ZT_b tortnek kell valésnak lennie, tehat

z—biz—

(ol

€ €
Ebbdl atszorzas és rendezés utan adodik a feladat allitdsa.
4.4. A 4.5. feladatbdl a keresett polinom az
(a4 bw + cw?®)(a + bw? + cw)
alakban adédik. A szorzast elvégezve kapjuk a p(a,b,c) = a? + b% + ¢ — ab — bc — ca alakot.
4.5.

1. megoldas. A 4.3. feladat megoldasaiban lattuk, hogy ha zgz1 29 pozitiv koriiljarasa szabélyos
héromszog, akkor zo = €xzo+ezz, ahol ez = cos % +isin 5. Igy ha 202122 pozitiv koriiljardsa
szabalyos hdromszog, akkor a

20 + wz1 + w?zg =0 (1)
feltétel is teljestl, hiszen az
w2-e£ — €4n €1 — €57x — —W,
3 3 3 3
2 _ _
W - €x =€ux €_x =e€3x = —1
3 3 3 3

Osszefiiggések alapjan
2, _ 2 (5 _
20+ w2z +w2e =20 +wzp +w (e%zo—l—e%zl)—o.

Masrészt (1) a zo valtozéban linedris, tehat adott zp, 21 esetén egy megoldédsa van. Lattuk, hogy
a zoz1 szakaszra emelt pozitiv koriiljarasu szabalyos haromszog harmadik csticsa megoldas, tehéat
az az egyetlen megoldds. Tehét, ha teljesiil a (1) feltétel, akkor a haromszog szabélyos.

2. megoldas. Az 1+ w + w? = 0 Ssszefiiggés miatt a megadott feltétel a 29 — 20 = w - (22 —
— z1) feltétellel ekvivalens, ami épp azt fejezi ki, hogy a zoz¢ irdnyitott szakasz a z;z9 irdnyitott
szakaszbdl pozitiv orientacié szerinti 120°-os forgatassal kaphatd, tehat a hdromszog szabalyos
és pozitiv koriiljarasu.
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4.6.

1. megoldas. Az xaO, xbO hiromszogek egybevagoak, ellenkezd koriiljarasuak és z-ben derék-
szoglek, igy

r—a  x—b

O—a O-b
hiszen a két tort abszolutértéke egyenld és argumentumuk kiilénbsége 2 - 90° = 180°. A felirt
Osszefiiggés x-re nézve linearis, megoldasa:

2ab
a+b

xr=

2. megoldas. Az abO, abr haromszogek egyenlé szaruak, de a szarak szoge (O-ban illetve
x-ben) nem egyenld, hanem ezek egymas kiegészité szogei. Igy abx az a(—b)O héromszoghoz
hasonlé:

b—x —-b—-0O b

Tz —a O—a a’

ahol az utolsé 1épésben O-t a szdmsik origdjanak tekintettiik. Ebbol a 4.1. feladat allitdsa alapjan

ab + ba 2ab

a+b a+b

4.7. A két szam szamtani kozepe az O kozépponti kor (ab) hurjanak felezOpontja.

A harmonikus k6zép meghatirozasahoz tekintsiik az O kozéppontu kor a és b pontjaiba hizott
érint6k h metszéspontjat. 90°-os (pozitiv) forgassal az a vektor (h — a)-val, a b pedig (b — h)-val
parhuzamos helyzetbe hozhat6. Mivel |h — a| = |b — h| (hiszen kiils6 pontbdl a korhéz hizott
érintészakaszok), ezért az elforgatott a-t ugyanolyan A ardnyban kell nytjtani, vagy zsugoritani,
hogy a (h — a) vektort kapjuk, mint b-t, hogy a (b — h) vektort kapjuk:

Aai = h — a,
Abi =b— h.
A két egyenl6séget elosztva és rendezve:
a_h—a
b b—h’
_ 2ab
Catb

A harmonikus koézepet tehat gy kapjuk, hogy megszerkesztjiilk az a és b pontokba htizott érintdk
metszéspontjat.

A mértani kdzép meghatarozasahoz tekintsiik a két komplex szam trigonometrikus alakjat.
A komplex szdmok halmazan egy szdmnak két négyzetgyoke van. Ezek alapjan a v/ab komplex
szamok hossza megegyezik a és b hosszaval, tehat mindkét szam az O kézépponti a-t és b-
t tartalmazé koron helyezkedik el. Az a és b szorzatdnak argumentuma a két szog Osszege,
a gyokvonasnal tehat ennek felét, illetve felének 180°-os elforgatottjat kapjuk. Az (aOb) szog
felez6jének a korrel vett metszéspontjai adjak a két megoldast.

4.1.
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Megoldasok 4. Komplex szamok a geometriadban

1. megoldas. El6szor arra adjunk véalaszt, hogyan fejezhetd ki, hogy egy haromszog egyenld
szaru. Az ABC egyenld szari haromszog. Forgassuk el az AB = a vektort pozitiv irdnyba,
és nyujtva (vagy zsugoritva) kapjuk az AC vektort. Ezt a forgatva nyujtast olyan r komplex
szammal térténd szorzds idézi el, amelynek argumentuma a BAC/-gel egyenls. Tehat AC' =
= ar. Viszont az elébbivel ellentétes iranyu , de ugyanolyan mértéki forgatva nyujtast az 7 -tal
val6 szorzas idéz eld, ezért az abrardl is leolvashaté mdédon

ar +ar = a,

vagyis az a-val egyszertiisitve
r+7=1.

Ebbél azt is 14tjuk, hogy Re(r) = Re(T) = %, s ennek kovetkezményeként r — T tisztan képzetes
szam.

C

ar

C/
4.1M1.1. abra.
Térjiink ra a feladat megoldasara. Az egyszerlibb kezelhetOség érdekében legyen az A pont az
origo, tovabba legyen b és d a két megfelel6 paralelogramma-cstics. Ekkor a C' csticsnak megfelel6

komplex szam éppen b+ d. Legyen most a fentiek szerint az r egy olyan komplex szdm, amelyre
teljestl, hogy r +7 = 1. Az F cstcsnak megfelel6 e komplex szamra

e=(b+d)r,
hasonléan az F' pontnak megfelel6 komplex f szamra
f=d+ (b—d)r.
Az (ef) vektorra
ef =d+br—dr—br—dr=d—2dr=d(r+7—2r)=d(T —r).

Tudjuk, hogy r — T tisztan képzetes szam, igy ez a vektor merbleges a paralelogramma AD
oldalara.

Foglalkoznunk kell még egy tovabbi lényeges esettel. Eléfordulhat, hogy az AC-re pozitiv
iranyban, mig a BD-re negativ irdnyban irtunk egyenl6 szart haromszoget. Ekkor a megoldas

a kovetkez6 szerint médosul.
e =(b+dr

f=d+ (b—d)F.
Ekkor a két pontot 6sszekotd vektor
ef =d+br—dr—br—dr=d(1—r—7)+bT —7r)=0bF —1).

Ez a vektor most a b-re, vagyis az AB oldalra meréleges.
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2. megoldas. Ha az CEA, BFD héiromszogek egyenl$ szariak — CFE = EA és BF = FD
— és hasonlbak, akkor vagy azonos koriiljarastak, vagy ellenkezo koriiljarastuak. Aldbb azzal az
esettel szamolunk, amikor azonos koriiljarastuak. Ha ellenkez6 koriiljarasiak, akkor az AEC,
BFD héaromszogek azonos koriiljarastak és az alabbi gondolatmenetben a csak betiicseréket
kell végrehajtanunk.

A csticsoknak megfelel6 komplex szamot most ugyanazzal a betiivel jeloljiik, mint magar a
csiicsot. Az elmondottak szerint van egy olyan € egységnyi komplex szam, amelyre

e(B—-F) = D-F
eV—FE) = A-—F
A két egyenlet kiilonbségébdl rendezés utan kapjuk a

B—C_l—e
E—F 1+4c¢

relaciot. Az a geometriai Osszefiiggés, hogy a paralelogramma BC' oldalegyenese merdleges az
EF egyenesre egyenletiink alapjan azzal ekvivalens, hogy az }—;Z komplex szam tisztan képzetes.
Egy komplex szam pontosan akkor tisztan képzetes, ha konjugéltja az ellentettje. Az alabbi

atalakitdas szerint ez vizsgdlt szamunkra teljesiil. Felhasznaljuk, hogy egységnyi komplex szam
konjugéaltja a reciproka.
(1—2) 11—z 1-
1+z) 14z 1+

Ezzel a feladat allitasat igazoltuk.

2—17 1—2
24+1 142z

N[ =

3. megoldas. FEgybevdgdsigok kompozicidja

Az A, C csicsok esetleges felcserélésével elérhetd, hogy az BF D<, C EA< irdnyitott szogek
az iranyitasnak megfelelden egyenlok legyenek egymassal. Jeldlje ezt az irdanyitott szoget «.

Az alabbi egybevigdséagi transzformécidkkal dolgozunk: a BC vektorral valé eltolést jeloli,
inverzét, a DA vektorral valé eltolastT—!, az F illetve az E koériili o szoggel valé elforgatast F@
illetve E<.

Vizsgaljuk a

©o=T71oF", Y=E%or

Osszetett transzformaciokat (mindig a jobbra levét hajtjuk végre el6bb).
Mindkét transzformécié iranyitastartd és a szoggel forgatja el az irdnyitott szakaszokat, tehat
mindkettd « szogl elforgatds. Mivel

F*B)=D, 1t YD)=A4, 1(B)=C, E%C)=A4,

fgy

e(B) =4,  ¥(B)=A
Ebbdl kévetkezik, hogy a ¢, 1 transzformaciék megegyeznek, hiszen egyetlen egy olyan « irdnyi-
tott szogl elforgatds van, amely B-t A-ba képezi.

Most tengelyes tiikrozések segitségével megszerkesztjiik a o, 1 forgatasokat. A 7 eltolas tenge-
sal parhuzamos, BC-re merdéleges, és tg-bdl a t1 egy %B vektorral valé eltolassal kaphaté.
Valasszuk meg t1-t gy, hogy dtmenjen E-n. Ebbdl tg egyértelmiien adodik.

A 771 eltoldst megadé th ot] kompozici6 tengelyei is merélegesek BC-re, de itt th-bél kaphat6
meg t} egy %B? vektorral vald eltoldssal. Vegyiik fel ¢j-et tigy, hogy dtmenjen F-en!

A feladat annak igazoldsédbol &ll, hogy a ti, t} tengelyek megegyeznek.
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Az F“ forgatast a t] o t;, kompozici6 adja meg, ahol ¢, az az F-en atmend egyenes, amely
t-bol F koriili —§ szogfi elforgatdssal kaphat6. Az E* forgatast pedig az tp oty kompozici6 adja
meg, ahol t3 az az E-n 4tmend egyenes, amely t1-bdl E koriili § szogil elforgatassal kaphato.

=1l B = (o th)o (foth) = th ol
Y =FEYoT = (taoty)o (t oty) =ty 0tp.

Mivel a ¢, 1 elforgatdsok azonosak, igy a taNto, tHNt, metszéspontok is azonosak, tehat a BC-re
merdleges th, to tengelyek egybeesnek, amibél kovetkezik, hogy az eltoldsokat leird pérjaik, ¢} és
t1 is egybeesnek. Ezt akartuk bizonyitani.

4.2.

1. megoldas. Két lehetéség is van. Legyen 2y és zgr az a két szam, amelyre a 202125 z;j négyzet

pozitiv koriiljarasu, mig z, és z; jelolje a negativ koriiljardst zoz125 23 négyzethez tartozéd
pontokat.
zy illetve z, a zp pont z; kériili (—90°)-os, illetve (+90°)-es elforgatottja, tehat

2y = (20 — 21)(—4) + 21 = —i- 20 + (1 +1) - 21, 2o =(20—z1)i+z1=0-20+(1—1)- 2.
Egy masik elforgatassal vagy a zgzi2023 paralelogrammaéra vonatkozd z3 — zo = zg — 21 Ossze-
fliggésbol

g =(1—1d)-20+i- 2, zg = (1414) 29 —i- 2.

2. megoldas. Alkalmazzuk a 4.1. feladat allitasat. A zpz122, 202123 haromszogek ellenkez6
koruljarasa egyenlo szara derékszogii haromszogek. Tehat ha a zgz1 2023 négyzet pozitiv koriiljarasa,
akkor a zpz1 29 hdromszog hasonlé a 0, 1, (1+14) komplex szdmok alkotta haromszoghoz, a zgz; 23
haromszog pedig a 0, 1, i szdmok hiaromszogéhez. A 4.1. feladat allitasa szerint tehét ilyenkor a
zo = A, z1 = B véalasztas mellett zo = C-vel

B—Cizl—ZQ 1—(1+’i) —1

C—A zm-2 Q+i)—0 1+

azaz . ‘
(=1)z0 + (1 4+ i)z

1+i+ (—i)
illetve ugyantugy zo = A, z1 = B mellett z3 = C-vel

zZ9 = = —’L'ZO + (1 + ’L')Zl,

B—Cizl—Z:z,il—’L' 1—12

C—A z3—2 i-0 i
azaz
(1 — ’i)ZO + 121
(1—1d)+1
Hasonlbéan kapjuk a megoldas abban az esetben is, amikor a zgz1 2223 négyzet negativ koriljarasu.
Ilyenkor a zg, 21, 2o pontok hdromszoge a 0, 1, 1 — ¢ pontok hdromszogéhez, a zg, 21, z3 csticsok
hiromszoge a 0, 1, —¢ ,,haromszogh6z” hasonlo, igy

23 = = (1—1i)z0 + i21.

B—C_Zl—ZQ 1—(1—1) )

C—A zm—2z (Q1-9)-0 1-3

azaz , 1)
1zo+ (1—1)zp . )
= —-——m—— 1 J—
29 T izo + (1 — 1)z,
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illetve ugyanigy zp = A, z1 = B mellett z3 = C-vel

B-—C 21—z 1—(=i) 1+i

C—A 23—z (—i)—0 —i’
azaz (1 ) )
+1)z0 — 121 . .
4.3.

1. megoldas. A 2o cstcs a zg csucs z; koriili 60°-os elforgatottja. Pontosabban: ha a zozlzgr

szabalyos hiaromszog pozitiv koriiljarasi, akkor az elobbi elforgatas negativ forgasiranyi, mig
—_ .. R e ’ 7 ’ . 7 7 £ _ T . . T
ha zpz12, koriiljardsa negativ, akkor a forgatds irdnya negativ. Igy az ex = cosg +ising

3
e_z =€z =Cos % —isin § hatodik komplex egységgyokokkel

™
3

Z;_ =21 +E%(Zo — Zl) = égZo + (1 — é%)zl = 5%20 + erzy.
Ehhez hasonléan

Zy =exzp+erz.

2. megoldas. Alkalmazzuk a 4.1. feladat allitdasat. Ha a zgzize pozitiv koriljarasa szabalyos
haromszog, akkor hasonlé a 0, 1, er = cos § + isin § komplex szdmok alkotta hdromszoghoz,
tehat a 4.1. feladatban az A = zg, B = 21, C' = 29 szereposztassal

B-C 21 — 29 1_€§ _%
C-—A zm-zn ex—0 e%’
azaz _
€xzpt+exz
_ 3 3 =
2y = —mm—— = e§20 —|—e%z1.

Ha a 292129 negativ koriiljarastu szabélyos haromszog, akkor a 0, 1, €
szamok alkotta haromszoghoz hasonlé. Ilyenkor tehat

= cos § —isin 3 komplex

(]

— — 1-—e e
B C_Zl z2 3 z

C_A_ZQ_ZO_ég_O ég

amibdl
Z2 = €120 —i—égzl.
a 4.1M1
4.4. Tegytik fel (az abra esetleges tiikrozésével), hogy az ABC D négyzet pozitiv koriiljarasu és
igy az AB'C’'D’ négyzet koriiljarasa pozitiv. Tekintsiik a sikot a komplex szdmsiknak, ahol az
adott csucsoknak megfeleld komplex szamot ugyanigy jeloljiik, ahogy magat a csicsot. A 4.2.

feladat eredménye szerint az A, B illetve A, B’ szdmokkal igy fejezhetjiik ki a tobbi csticsnak
megfelel6 szamot:

C=—-iA+(1+1i)B, D=(1-i)A+iB,
C'=iA+ (1—-4)B', D'=(1+4i)A—iB,
azaz a négyzetek kozéppontjai illetve a BB’, DD’ szakaszok felezpontjai rendre

A+C 141 1—1
= = A B
2 2 + 2 ’

A 1—14 1+14
_A+C ‘At +ZB, F

F
2 2 2
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Megoldasok 4. Komplex szamok a geometriadban

B+B 1 1, ' i,
= =-B+ =B Fp = =A+-B—--B.
ko 2 SRR b 2 3773
Allitjuk, hogy FFpF'Fg pozitiv koriiljarast négyzet. Ennek igazoldséhoz alkalmazzuk tjbol
a 4.2. feladat eredményét, fejezziik ki az F'Fp oldalra emelt pozitiv koriiljarast négyzet tovabbi

két csucsat:

_iF 4 (144)Fp = —i((l—i)A+(1+i)B)2+(1+z‘)(2A+iB—z‘B’) _

A(=i(1—4) 4+ (1419)2)+ B(—i(1+1i)+ (1 +14)i) + B'(1 +4)(—1)
2
1—1

:1;”}1+ 5 B'=F',
(1_Z,)F+Z,FD:(l—i)((l—i)A+(1+;‘)B)+i(2A+iB—iB’):
_A((l—i)2—|—2i)—|—B((1—i)(1+i)+i2)—|—B’i(—i)_B—l—B’_F
- 2 T2 P

4.5. A feladat megoldésa sordn nem az oldalakra szerkesztett négyzetek a lényegesek, hanem
azok kozéppontjai, ezeket viszont az oldalakra irt egyenl6 szart derékszogt haromszogek cstic-
saiként nyerhetjiik.

ct
d
m
dl\/ v b
\

4.5M.1. 4bra.
Az 4dbran lathatd nyolc vektor 6sszege nulla.
at+at+b+bi+c+ci+d+di =0,

(a+b+c+d)(1+i)=0,
a+b+c+d=0.

Fejezziik ki a szemkozti erékszoggii csticsokat 0sszekotd vektorokat.
u=di+a+ai+b,

v=at+b+bi+c
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4. Komplex szamok a geometridban Megoldasok

Azt kell megmutatni, hogy az u-t 90°-os forgatas viszi v-be. A 90°-os forgatdsnak i-vel vald
szorzas felel meg:
ui = di* + ai + ai* + bi = —a — d + ai + bi.

Azt mar korabban lattuk, hogy a + b+ ¢ + d = 0, ennek felhasznalasaval
ui=—a—d+at+bh=b+c+ai+bi=w.
Ezzel az allitast igazoltuk.

4.6. Legyen az AC szakaszra irt szabalyos sokszog kozéppontja P, a BC-re irt Sokszog kozép-
pontja @, tovabba a felezépontok 6sszekotd szakaszara irt sokszog kozéppontja R. A csicsoknak
megfelel6 komplex szamok rendre a,b és c. Most a kévetkezokben a feladatban szerepld allitas-
nal egy altalanosabb tényt fogunk igazolni. Ha az eredeti szovegben szereplé médon egymashoz
hasonlé egyenld szart haromszogeket irunk a két oldalra és a harmadikhoz tatozé kézépvonalra,
akkor (a betiizéseket megtartva) itt is teljestil, hogy az R pont a PQ szakasz felezOpontja.

4.6M.1. abra.

Az egyenld szaru haromszogek kezeléséhez a 4.1M1. megoldasban megismert modszert kovetjiik.
Vélasztunk egy olyan komplex szamot (z), amelyre z + Z = 1. Ezzel az z szdmmal szorozva a
megfelel6 oldalak vektorait éppen a szarakra es6 vektorokat kapjuk. Az eddigiek alapjan

b=a + (C - CL)Z,
g=c+ (b—c)z.
Most vegyiik a PQ felez6pontjat

p+q a+(c—a)z a+c (b—a)z
= — 2: .
5 n c+ (b—c)z 5 T3

Az AC és BC felez6pontjai 6sszekoto szakaszra irt egyenld szart haromszog harmadk csidcsara

a+c b+c a+tcy atc (b—a)z
2+<2_2)_2+ 2

T =

Az altalanosabb &llitast igazoltuk.
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Megoldasok 4. Komplex szamok a geometriadban

4.7. A megoldés inditdsaként a harmonikus kézép kiszamitasanak 4.7M. megoldasban leirt méd-
szeréhez nyulunk. Legyen a BC oldalra irt szabalyos sokszog kézéppontja a P pont. A BPC/ a
teljes szdg n-ed része. Azt is tudjuk, hogy PB = PC, igy az b — p és ¢ — p vektorok egyméasnak
2?” szogl elforgatottjai. Legyen € az elsé n-edik egységgyok, € = 005277r + zsm%’r Igy felirhatjuk,
hogy

(c—ple=b—p.
Innen p mar kifejezhetd:
b—ce
1—¢’
Hasonléan kapjuk, hogy a C'A és AB oldalakra irt szabdlyos sokszogek @, illetve R kozéppont-
jaira

p:

_c—ae
q_ 1—6’
a — be
r = .
1—c¢

A 4.4. feladat megolddsanal lattuk, hogy annak algebrai feltétele, hogy a (pqr) haromszog sz-
abélyos:
p2+q2+r2 =pq +qr +rp.

Helyettesitsiik be a p, g, r-re kapott kifejezéseinket ebbe a feltételbe:

(b — ce)? N (c—ae)? (a—be)? _ (b—ce)(c—ae) (c—ae)(a—0be) (a—be)(b— ce)
1—e? (A-¢? (1-¢? (1—¢)? (1—¢)? (1—¢)?

A nevezék a két oldalon egyformék és az egyenlet egyébként is erds szimmetridt mutat.
a? 4+ 024+ 4 (@ + 02+ )2 — 2(ab + be + ca)e =

= ab+ be + ca — (a® + b? + *)e — (ab + be + ca)e + (ab + be + ca)e?.

Rendezés utan
(a®> +0* + (1 + e+ €®) = (ab+ be + ca)(1 + € + €2),

(a2+b2+62—ab+bc+ca)(1+e+62):0,

A feladat feltételei k6zott szerepelt, hogy a haromszog nem egyenld szar, tehdt nem is szabalyos.
Emiatt csak
l+e+e?=0

lehetséges. Szorozzuk ezt be a nullatél kiilonbo6zé (e — 1)-gyel:
(I+e+e)e—1)=—-1=0.
Az e tehat harmadik egységgyok. Innen méar latjuk, hogy az egyetlen lehetséges megoldas n = 3.

4.8. A megoldasnal fel fogjuk hasznalni a 4.7M. megoldas egyes részleteit. Legyenek a harom-
sz0g csucsaihoz tartozo komplex szamok a, b, ¢, tovabba az elsé harmadik egységgyok e, az els6
hatodik egységgyok pedig . A késébbiekben fel fogjuk azt is hasznélni, hogy ¢? = . A feladat
kitlizésénél szerepld jelolésekkel most irjuk fel az oldalakra kifelé rajzolt szabdlyos haromszogek
cstcsait.

pb—d)=a—d.

Ezt rendezve
a— by
d=—-,
-9
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4. Komplex szamok a geometridban Megoldasok

majd ugyanezzel a mbdszerrel

b—rcp , c—ap
e= és f = .
L= L=y

Most az e-nal szamolva megkapjuk a kifelé irt szabalyos haromszogek kozéppontjait is:

j:a—be’ k:b—cs’ l:c—cw.
1—¢ 1—¢ 1—¢

a) A JK L hdromszogre hasznaljuk a 4.4. feladatban megismert sziikséges és elégséges feltételt.
Azt kell belatnunk, hogy
a—be\2 b—ce\2 c— a2
(1—5) +(1—5) +<1—5) -

(DD (EDEDHEDED)

A nevezbkkel beszorozva, a miiveletek elvégézse és rendezés utan

a® + 0% + A+ (a® + b + *)e? — 2(ab + be + ca)e =
= ab+be + ca — (a® 4+ b? + c*)e — (ab + be + ca)e + (ab + be + ca)e>.
Most egy oldalra rendezve a kiemelés utan
(a®> +b*+ % —ab—bc—ca)(l+e+*) =0.
Ez pedig teljesiil, mert € az elsé harmadik egységgyok
e —1=0,

(e-1)(?+e+1)=0,

és tudjuk, hogy € — 1 # 0. Ezzel belattuk, hogy a feltétel teljesiil, a JK L hiaromszog valéban
szabalyos.

Megjegyzés: Ugyanigy szabdlyos haromszoget kapunk az oldalakra befelé irt szabédlyos harom-
szogek kozéppontjaibdl is. Ezeket a haromszogeket hivjak Napoleon-féle haromszdgeknek.

b) Irjuk fel a JK L hiromszog stlypontjat :

a—be+b—ce+c—ac (a+b+c)(l—¢) a+b+c

Skt = 31— ) - 31-9 3

Az allitas igaz.

c) A G, H, I pontokhoz tartoz6 komplex szanok felirdséhoz felhasznéljuk, hogy ezek felez&pon-

tok:
a—bp+b—cp a—cp b

2(1-¢) 2(1-¢) 2
Igy
g—b= a—cp b _a—b+bp—cp
21—¢) 2 2(1 - )
Hasonlban szamolhatd
b :b—c+c<p—ag0’ i_a:c—a+a<p—b30.
2(1 — o) 2(1—)
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Megoldasok 4. Komplex szamok a geometriadban

Az éllitas igazolsdhoz forgassuk el a pl. a HC' szakaszt 120°-kal pozitiv irdnyba.

bp? — ap? — cp? + cp?
2(1 =) '

Mivel ¢ az elsé hatodik egységgydk, ezért 3 = —1és @3 +1 = (p+1)(¢? —p+1) = 0. Ez
utébbi a sokszor j6l hasznalhaté 1 4 ¢? = ¢ alakba frhaté. Ezek alapjan

p?(h—c) =

bp? —ap® —cp? +cp? b ta—cp’—c  bp—b+a—cp
2(1 ) N
Ugyanezzel a médszerrel az is belathat6, hogy ¢(h —¢) = —(i — a).
d) Itt fogjuk felhasznélni, hogy ? = ¢. Irjuk fel elészor a CD és K1 vektorokat.

g—b.

a— by a—bp—c+cp b—ce—c+ae
d—c= —c= ) l-k=—7———.
1—¢ 1—0p 1—¢

Felirjuk az (I — k)-t a (d — ¢) szdmszorosaként:

b—cc—cH+ac b—cp®—ctap —bp®—cpl+cpd+ap

l1—e¢ B 1—o B (1-9)(1+e)
a—bp—c+cp <p2 <p2
- . =d-oc)-
11— 14+ 14+

Elegendé megmutatni, hogy % tisztdn képzetes szam.

e —j+i% _ -l 303 2V3
1+ 1+4¢ %H’@H 3+iv3 3—iV3 3

A KL valéban meréleges C' D-re.

Melott a feladat tovabbi részeinek bizonyitdsara tériink érdemes mas modszerrel is felirnunk
az egyes pontokhoz tartozé komplex szdmokat Azt fogjuk felhasznélni, hogy a (z12223) akkor és
csak akkor pozitiv koriiljarasa szabéalyos haromszog, ha

21 + zow + 23w2.

Ezt a feltételt felirva az (dba), (ecb), (fac) haromszogekre

d=—bw — aw?, e=—cw— bw?, f=—aw— cw?.

A (jkl) hdromszog csicsai az elébbi szabélyos hdromszogek stlypontjai.

o a+b—bw—aw? b+ ¢ — cw — bw? c+a—aw— cw?
)= 3 k= 3 1= 3

Ezzel a mddszerrel is igazolhaté pl., hogy a (jkl) hdromszog szabélyos:

j+kw+lw2:a—i—b—gw—awz+b+c—§w—bw2w+c+a—gw—cw2w2:

7a—aw3—aw2+aw2—|—b—bw—|—bw—bw3—i—cw—cw2—i—cw2—cw470
— 3 =0.
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4. Komplex szamok a geometridban Megoldasok

Természetesen azt is fel kell hasznalni, hogy w az elsé harmadik egységgyok. Ez azt is jelenti,
hogy 1+ w + w? = 0. Ezzel mar réviden az is belathaté, hogy a (jkl) és (abc) haromszdgek
sulypontja egybeesik.

j—l—k—l—l_2a—aw—aw2+2b—bw—bw2+26—cw—cw2 ~ 3a+3b+3c
3 9 B 9 '

Elegend6 tapasztalatot szereztiink, hogy hozzafogjunk az e.) rész igazoldsdhoz.
e) El6szor is irjuk fel az allitdsban szerepld felezOpontokhoz tartozé komplex szdmokat.

a — bw — aw? b— bw — aw?

fAD:#’ fDB:f’
b— cw — bw? ¢ — cw — bw?
fBE = ———, frc = ————,
2 2
2 2
c— aw — cw a— aw — cw
fCF:f, fFAZ#

Most kovetkezhet a felezOpontokat Osszekoté szakaszok vektorainak felirdsa.

a—bw— aw? — ¢+ cw + bw?

fapfec = 5 :
Font b= w —bw? — a4+ aw + w?
BEJFA = 2 )
forf _c—aw—cw2—6+bw+aw2
crfpB = 5 .

Egyszert beszorzéassal ellendrizhet6, hogy

ferfpB-w= fapfEC, é fapfec-w = fBE[FA.

A szakaszokat 120°-kal forgattuk el, tehat valdjaban 60°-ot zarnak be egymassal. Azt is latjuk,
hogy a szakaszok egyenl6 hosszisaguak is.

f) Ha a p és g komplex szamok az origéval egy egyenesbe esnek, akkor a hényadosuk valds.
Ez algebrailag azt jelenti, hogy a hanyados és komplex konjugaltja megegyezik.

, a torteket eltavolitva pg = pq.

i
< 13

q

Vélasszuk origénak az (afpp és fppc egyenesek metszéspontjat. Ekkor tudjuk, hogy

b
fB;E és fD—B valosak és bizonyitando, hogy - is valos.
a c

Be kell tehat latni, hogy

1 c+a— aw — cw? _3 c+a—bw— aw?

3 3 ’

mikoézben azt mar tudjuk, hogy

b — cw — bw? 7ab—cw—bw2

2 N 2 ’

b — bw — aw? __b—bw—aw2
c 5 =C 5
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A két feltételi egyenletet 2-vel szorozva, kifejtve és Osszeadva, kozben felhasznalva a konjugdlas
tulajdonsagait, tovabbd azt a tényt, hogy @ = w? kapjuk, hogy

ab — acw? — baw + be — chw? — caw = ab — acw — abw? + b — bew — acw?.

A két kozos taggal egyszertisitve, majd a baloldalon b-t, a jobboldalon b-t kiemelve

b(a+c—aw — cw?) = b(@+¢ — aw? —aw) = b(a + ¢ — aw — cw?).
Az egyenl6ség mindkét oldalat 3-mal osztva éppen a bizonyitandé allitas adodik.
Analég médszerrel targyalhaté a 4.1 feladat is.
g) Igazoljuk, hogy (facfppfBE) pozitiv koriiljardst szabélyos haromszog.

2

a+c b—bw—aw b—cw—bw? ,
9 9 w + 5 w
a+c+bw—bw? — aw?® + bw? — cw? — bw?

4.9. Legyen O a komplex szamsik origdja és jeloljik az A, B, A’, B’ pontoknak megfelel§
komplex szamokat ugyanugy, mint magat a csicsot. Feltehetjiik (esetleg egy tiikrozés kell hozza),
hogy az O AB héaromszog pozitiv koriiljarasi, azaz

B=exA, B =e_zA,
3 3
ahol e, = cos p+1isin ¢ egységnyi abszolutértékii komplex szam. Ekkor a BB’, OA, OA’ pontok
Fg, F, F' felezépontja:

exA+e_xA 1 1
Fp=—_ ' 757 p__A  F—ZA
2 2 2

A 4.3. feladat allitdsa szerint ez épp azt jelenti, hogy F'FFp hdromszog pozitiv koriiljarasi
szabalyos hdromszog.

4.10. Feltehetjiik, hogy az adott kor egységnyi sugart és kozéppontja a komplex szamsik origdja,
rajta az Ay AsA3A4A5Ag hatszdg pozitiv koriiljarasu és csucsainak az aq, as, as, a4, as, ag
komplex szamok felelnek meg. Tudjuk, hogy az A1 Ay, A3Ay, AsAg oldalainak hossza r, tehat

agze%al, CL4:€%CL3, a6:6%a5.

Az AyAs, AyAs, AgA; oldalak felez6pontjainak a

F e§a1+a3 €%a3+a5 e§a5—|—a1
23 — — & 45 — — o 61— — o
2 ’ 2 ’ 2

komplex szamok felelnek meg. A 4.3. feladat allitdsa szerint az fo3f45 pontparra emelt pozitiv
koruljarasa szabdalyos haromszog harmadik csticsa

al—i—e_%ag 62%&3—’—6%0,5

2 2

¢=xfo3 +exfis =

ay + exas
= 2 = Jé61,

hiszen e_= + eor = 0.
3 3
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4. Komplex szamok a geometridban Megoldasok

Cy = \C

4.11M.2. abra.

4.11. Az egyszeriibb kezelhet&ség érdekében legyen az A pont a komplex szdmsik O kezd6pontja.
Igy a C és Cy komplex szdmok egymés negativ valés szdmszorosai. Pl. Cy = X - C). Legyen
tovdbba ¢ = cos § +isin § az elsé hatodik egységgyok.

Ekkor Ci-et és Cao-t O korili ellentétes iranya 60°-os forgatas viszi a megfelelé By, illetve Bo
pontokba.

1
Bl == QOCl, és BQ = —CQ.
¥

A C1Bs szakasz X felez6pontjara

C1+ By _ Ci+ %)\Cl
2 2 ’
Hasonléan a CyB; szakasz Y felezOpontjara
CQ + Bl B )\Cl + goCl
2 2 ‘
a) Az elsé éllitas igazoldsa érdekében alkalmazzunk most az X komplex szamra O koriili
60°-o0s elforgatast.

X =

Yy =

Ci+By Ci+ 3001 o0+ MOy
2 YT T T

pX =
Az AXY héaromszog szabalyos.

A b) alllitas kovetkezménye a c) éllitasnak, igy csak az utébbit latjuk be. Ebben a részben
szereplé mindharom haromszog szabalyos, igy koré irt koreik kdzéppontja egyben a silypontjuk

is. Ennek megfelel6en:

. Cl + (,001

I
024-%02 )\Cl+é)\01

3 3 ’
1
Xty cl+§A01 " )\01'58001 ~ Ci+ MG+ 9C + )‘écl

3 3 6
Vegyiik most 010, felez6pontjat.

O1

2

O:

1
O1+0, Qutel 22N 040 490 +ALG

2 2 6
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4.12. a) A héromszogek kozos A cstcsa legyen ismét a komplex szamsik kezd6pontja, ¢ =
= cos 5 + isin 5 pedig az elsé hatodik egységgyok. Igy By = pBy, C1 = ¢Cy és Dy = ¢Dy. A
felez6pontokhoz tartozé komplex szamok (lasd a 2. abrat)

B D D B
p_? 0+Co’ B:SOCo+ 0 c_ ¥ o+ Bo
2 2 2
Co D ©Bo+Cy
vBy
C1 = ¢Ch &
™ B,

B = #C+Do T
2

4.12M.2. abra.

Azt kell belatnunk, hogy b — d és ¢ — d egymasnak 60°-os elforgatottja.

_ $Peo + pdo — by — peo
2 2 '

do — by —
(p(b_d):(PSOCovL 0—¥Pbo —Co

Felhasznaljuk, a 3 = —1, illetve az ezzel ¢ # 1 miatt ekvivalens ¢? — ¢ + 1 Gsszefiiggést. Ezt
most a ¢? — ¢ = —1, 1 — p = —¢? alakokban fogjuk hasznalni.
_ a0+ pdo — %o — peo _ pdo +bo — b — co

2 = > =c—d.

p(b—d)

A DBC haromszog szabalyos. Ezt a problémat gyakran mackdsajt-problémanak is nevezik.

b) Lésd a 3. dbrat. Legyen az ApAcAp haromszog kozéppontja 0, igy az egyes csicsokhoz
tartozé komplex szamok rendre a, ap?, ap®.

4.12M.3. 4bra.
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4. Komplex szamok a geometridban Megoldasok

Legyen a By pontnak megfelel6 komplex szam bg. Tudjuk, hogy b; — a a by — a-nak 60°-os
elforgatottja.
by —a=@(by — a).

Ebbdl rendezéssel és felhasznalva, hogy ¢ az els6 hatodik egységgyok
b = (p(bo - a) +a = byp — a0<p2.

Anal6g modon
c1 = cop — ap' = cop + ag,
dy = dop — ap® = dop — a.

Az egyes felez6pontok most méar kénnyedén szdmolhatdk:

d:COeroﬁp—aoﬁp2 p— dotcop+aoyp o botdop —ag
2 ’ 2 ’ 2 ’
A BCD haromszog szabalyossagahoz igazolnunk kell, hogy pl. a b — ¢ vektor a d — ¢ vektor
60°-o0s elforgatottja.

co + bop — bo + dop — app®* +ag  cop — by + dop?® + ag + agyp _

pd—c)=¢ 5 = 5

_do+cop+agp —byg—dopt+ag
2
Ko6zben tobbszor is kihasznéltuk, hogy ¢ az elsé hatodik egységgyok.

b—

c) A megoldéshoz ismét a 4.5. feladatban szereplé feltételt fogjuk segitségiil hivni. Eszerint
az (abc) hdromszog akkor és csak akkor pozitiv kortljarasu és szabélyos, ha

a+ bw + cw? = 0.

Igy a b, pontra
b1 + apw + bow? = 0, azaz by = —apw — byw?.

Hasonléan kapjuk a c; és d; pontokat.
_ 2
Cl1 = —agw — Cow,
d1 = —apw — d0w2.
A felez6pontok ezek alapjan

d_Co+b1 _Co—an—b0w2

2 2 ’
b_d0+61 _do—acw—cow2
2 2 ’
_bot+dy by — apw — dow?
2 2

A (bed) haromszog szabalyossaganak és pozitiv koriiljarasanak feltétele, hogy b+ cw +dw? = 0
teljesiiljon. Irjuk fel ezt a feltételt

do — acw — cow?  bow — apw? — dow®  cow? — apw® — bow?
2 2 2
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Megoldasok 4. Komplex szamok a geometriadban

Tudjuk, hogy w az els6 harmadik egységgyok, ezért a kifejezés egyszeriisithetd

do — acw — cow? + bow — apw? — do + cow? — apw® — bow
5 .

Az dnkényesen valasztott by, cg, dy értékek kiesnek és kiemelés utan adddik, hogy

w
—§(ac + apw + apw?) = 0.

Latjuk, hogy a feltétel ekvivalens azzal, hogy AgpAcAp haromszog szabdlyos. Ezzel természete-
sen egy tjabb megoldéast nyertiink a feladat b) részére is.

4.1.
1. megoldas. a) A két hir pontosan akkor parhuzamos, ha az a; — as, by — be komplex szamok
argumentuma egyenlo egymassal vagy 180°-kal tér el, tehat ha az
ai — az
T =
b1 — bo

tort valds. A tort pontosan akkor valds, ha egyenld a konjugdltjaval Az R abszolutértéki aq, as,
b1, by komplex szamok konjugaltjai:

R? R? R? - R?
ay = —, Gz = —, by = —, by = —.
ay as b1 by
Igy r konjugsltja:
R R?

Fo 070 ay T ay _
_ATB_a T
bi=be G4

asz2—a
s bibo

_ _ o
bo—b1 )
biba a1a2
azaz r pontosan akkor valds, ha
aijag = blbg.

A fenti algebrai relacié a parhuzamossag feltétele.
b) A két hiur pontosan akkor meréleges, ha az ay — ag, by — by komplex szamok argumentuma

+90°-kal tér el egymastol, azaz ha a
a1 — a2

AR
tort tisztdn képzetes. A tort pontosan akkor tisztén képzetes, ha konjugdltjanak ellentettje.
Innen, az a) részben r konjugaltjara vonatkozo levezetés alapjan b2 — 1 azaz ajas + biby =
= 0 adédik a merdlegesség feltételének.

2. megoldas. a) A két hur pontosan akkor parhuzamos, ha a kor afbl, bgAag ivei irdnyitottan

egyenlok, azaz ha
aq o b2

b1 N a9 '
Egyszeriibb alakban a parhuzamossag feltétele

aijag = b1b2. (1)

b) A két hir pontosan akkor meréleges, ha az egyik 90°-os elforgatottja parhuzamos a

masikkal, azaz ha
aiag = (’Lbl)(lbz) = —blbg,

tehat a feltétel: ajas + b1by = 0.
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4. Komplex szamok a geometridban Megoldasok

4.2. A 4.1. feladat b) részének eredménye szerint, ha koériink koézéppontja az O origd, akkor

AA" = —BC, azaz A’ = —BT? és ehhez hasonléan B’ = —%, ' = —ATB. A bizonyitandé
B'A'Aq = AA'C'< oOsszefiiggés a keriileti és kozépponti szogek tétele szerint ekvivalens a
B'OA<« = AOC'« /reléciéval, amelynek algebrai megfelel ?je a %—i = % Osszefliggés. Ennek
algebrai formaja: % = %, azaz
_CA A
B _
= —a5
C

ami nyilvanvalbéan teljesiil.

4.3. a) Ha O a komplex szamsik origéja, akkor az a, b, ¢ cstcsok alkotta haromszog
sulypontja, igy (lasd az Euler egyenesen az ardnyokat) a magassiagpont:

a+b+c
3

m=a+b+c. (1)

Ha nem akarunk hivatkozni az Euler egyenesre, akkor a kévetkez6képp igazolhatjuk komplex
szamokkal, hogy (1) a magassidgpontot adja. Azt kell igazolnunk, hogy az a és az m pontot
osszekotd szakasz mer6leges a b és a ¢ pontot 0sszekotd szakaszra (és ugyanaz igaz ezzel analdg
modon a mésik két cstcskiosztasban), tehat az m —a = (b + ¢), (b — ¢) komplex szdmok argu-
mentumanak kiilénbsége +£90°. Azt mutatjuk meg, hogy az

b+c
r=ip—
komplex szam valds, azaz egyenl6 a konjugéltjaval. Az egyszeriibb levezetés kedvéért feltessziik,
hogy a koritilirt kor az egységkor, tehat a = =, b= %, c= % Ekkor
ingi—; :—Zété :—z'% :—iZJ_rlb’ =7
b c be

b) Erdemes el6bb a c) feladatrészt megoldani!

c) A magassdgpontnak az oldalegyenesekre vonatkozé titkorképei a koré irt korén vannak.
A magassdgvonal és az oldalegyenes merdleges, igy a merdlegesség 4.1. b) feladatban talalt
feltételébdl a - a’ + b - ¢ = 0, tehat

, be , ca , ab
a =-—-—, b =——, d=—-——.
a b c

b) A magassdgok talppontjai két egymésra merdleges hiir — pl t, = aa’Nbc — metszéspontjaként

adédnak:

a+b+c— 5 a+b+c— 9%

a+tbt+c—2
ty = =77 <.

2 ’ € 2

o« = T
d) Legyen az a csics titkorképe az x pont. Az (ax) szakasz felez6pontja éppen a t,, azaz

a+x a—i—b—f—c—%

2 2 ’
be

r=b+c— —,
a

és hasonldan b és c cstcsoknak a megfelel6 y és z tiikkorképeire

ac ab
y=a+c— —, z=a+b——.
b c

151



Megoldasok 4. Komplex szamok a geometriadban

4.4. A 4.3M. megoldés jeloléseivel azt kell igazolni, hogy (pt.) szakasz merdleges az a vektorra.
Mivel a (tpt.) szakasz parhuzamos a koré irt kor o'’ hirjaval, ezért elég megmutatni, hogy a v'c/
har meréleges aza(—a) hirra. A merélegesség feltétele:

V' 4 a(—a) =b'd —a® = 0.
Ellendrizziik, hogy ez teljesiil-e.

b/c/_a2:(_%)(_a_b)_azzcﬁ—azzo.

c
A masik két csticsra pontosan ugyanigy igazolhaté az allitas.
4.5. A 4.4. 4.3. feladatok megoldasa sordan mar rutint szerezhettiink az egyes pontokhoz tartozé

komplex szamok felirdsaban. Legyen ismét a koré irt kor kozéppontja az O pont, a csticsokhoz
tartoz6 komplex szamok a, b, c.

T =
4.5M.1. ébra.
Cbe
Az A-bédl indulbé magassag talppontja a+b+20 . Igy a D felezéponthoz tartozé komplex szam
g_datbte- be
—

Hasonlbéan kapjuk, hogy az E felezGpontra, hogy

b+a+c—F
e=— - —2,
4
A C-bél indulé magassag T talppontja
_atb+ce— a?b
= 5 i

A tovédbbiakban a DT E szog meghatarozasdhoz képezzik a % hanyadost.

3atbte—Y  2a42b42c—2ab
d—t T = T _a—b—c-%+2%
e—1t  Bbtatc—%  2a+2b+2c—22 b_a_c_%Jr?%b'
1 1

Most hozzunk k6zos nevezore a szamlaléban és a nevezoben kiilon-kiilén, majd prébaljuk szorzata
alakitani a kifejezéseket.
a’c — abc — ac® — bc? + 2a%b ' b%c — abc — be? — ac® + 2ab? B
4ac ' 4bc N
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4. Komplex szamok a geometridban Megoldasok

B 9 a?c — —ac® + a?b — abe + a2b — be?
a b2c—be? + ab? — abe + ab? — ac?
ac(a—c)+abla—c)+bla—c)a+c) b (a—c)(ac+ ab+ ab+ be)

a be(b—c)+ab(b—c)+alb—c)(b+c) a (b—c)(bc+ ab+ ab+ ac)

79 a—c

a b—c
A 3 arany egy egység komplex szam, amelynek argumentuma a kertileti és kozépponti szogek
tétele alapjan 2v. Legyen ez a komplex szdm ezy. A b — ¢ és a — c vektorok ~y szoget zarnak be,

de hosszuk nem egyforma és az iranyitas éppen ellentétes az el6bbi 3 irdnyitdsaval. Most ez az
ardny tehat \-e_,. A kapott ardny ezekkel a megjegyzésekkel

b a—-c

- = €9y A€y = A€
0 b—c v v v

Ez pontosan azt jelenti, hogy a szoban forgé szog v-val egyenld. Azt is belattuk, hogy a két vektor
hosszédnak ardnya megegyezik (ac) és (bc) aranyéaval, az ABC' és DT E haromszogek hasonlok.

4.6. Lasd a 4.7. feladat mértani kézépre vonatkozo részét!

4.7. Az O kézépponti korben a hirok végpontjai legyenek aq, as, illetve by, ba, és bezart szogiik
a. A két hir kozil az egyik valamely végpontja koril pozitiv irdnyban « szoggel elforgatva a
masikkal parhuzamos helyzetbe hozhato.

a

by

4.7M.1. abra.

??. dbrdnkon az (ajaz) hirt az a; koriil forgattuk, az elforgatott hir mésik (koron 16v6) vég-
pontja a’. A parhuzamossigi feltétel szerint aja’ = b1by. A keriileti és kozépponti szogek kozotti
osszefliggés alapjan o’ az ag-hoz képest O koriil 2a szoggel van pozitiv irdnyban elforgatva.
Legyen es, a 2a argumentumu egység-komplex szdm, ezzel a’ = ases,. A keresett feltétel

aiazesq = bibs.

4.8.

1. megoldas. a) A k kor o koézéppontja, a két vizsgalt hir f,, f, felez6pontja a hurok s
metszéspontjaval olyan téglalapot alkot, amelyben os &atlé.
Mivel f, = 492 5 F, = bdb2 {gy

a1+a2+b1+b2
1 .

b)
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Megoldasok 4. Komplex szamok a geometriadban

2. megoldas. b) Jelolje az aj, as komplex szamok egyenesét t,, a byby hiregyenest t,, a kor
O kozéppontjanak (a komplex szdmsik origbjanak) a t, tengelyre vonatkozé titkorképét A, a
tp tengelyre vald tiikorképét B. Tekintsik a ta tengelyre vald tiikkrozés és a tp tengelyre vald
a tya, tp tengelyek S metszéspontja koriili elforgatas, melynek szoge a t4, tp tengelyek ~ iranyi-
tott szogének duplaja. Ezek szerint az AS B haromszog olyan egyenld szari haromszog, melyben
a szarak S-nél talalhat6é szoge 2v. Az aq, as pont kozti hir felezémerdlegesének argumentuma
megegyezik az ai, ag komplex szadmok argumentumainak dtlagdval — (mod 180°), igy ezen argu-
mentum duplédja az aj - as komplex szam argumentumaéval egyezik meg. Ezt a b1, bs pontok kozti
hiar felezémerdlegesére is végiggondolva kapjuk, hogy az (ajaz), O, (b1b2) pontok haromszoge
(ill. ez a ponthdrmas) hasonl6 az A, S, B pontok hdromszogéhez (pontharmasihoz):

A—S_alag—()
S—B O —bby

Ebbll az A = a1 + as, B = by + by Osszefliggések és a 4.1. feladat eredménye alapjan kapjuk a
kivant formulat:

(a1 + a2)biby — (b1 + b2)aaz

5= blbg — a1a9

3. megoldas. Az egyenes egyenletének 4.3. feladatban meghatarozott alakjaval dolgozunk. Az
a1, as pontokat Gsszekots szakasz felezOpontjanak az f, = % komplex szam felel meg. Az
egyenes egyenletéhez sziikségiink van a szam konjugaltjanak meghatarozasara. Ha R a kor sug-

ara, akkor
. R?> | R?
FoTtm ot R*(a1 + ag)
“ 2 2 2a1a0

A két adott pont egyenesének ,iranyvektora” €, = a1 — ag, amelyre

R2 R2 . R2(a2 - al)

€g — A1 — A2 = — — —— _—
a1 a2 a1a9
Igy az egyenes egyenlete
R*(ay —a R?*(a1 +a R*(ay —az) a1 +a
(a1 — a2)% + (a1 2)Z:(a1_a2) (a1 2)+ (a1 —az) 2.

a1a2 2a1a9 ai1as 2

azaz -2 _vye] dtszorozva
al—az
a1a9% + R*z = R*(ay + ag). (1)

Ehhez hasonlbéan, a z pont akkor és csakis akkor illeszkedik a by, by pontokat Osszekotd hur
egyenesére, ha
bi1boZ + R?z = R*(by + by). (2)

c s 2

_ (a1 + a2)b1b2 — (bl + bg)alag

3)

blbg — a1a9
4.9. A 4.8M3. megoldasban kaptuk a ajasZ+R%2 = R?(a1 +asz). 6sszefiiggést. Az R = 1 esetben

ai1asz + 2z = a1 + as.

A z-re 4.8M3. végén kapott 2z = (a1+a2)511£22:$gb2)a1a2 kifejezést ide behelyetesitvek 6zos nevezére

hozas és az egyszeriisitések utan kapjuk a kivant relaciot.
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4. Komplex szamok a geometridban Megoldasok

4.10. A 4.1. feladat b) megoldasa sordn lattuk, hogy az a-hoz tartozé magassagvonal a koré irt
kort a o’ = —% pontban metszi. A merdleges hiirok metszéspontjra vonatkozo 4.3M. b) megoldas
alapjan mar az is ismert, hogy a talppont

b—i—ca—%
to = ———=

Innen mér lathatd, hogy ez éppen az m = a + b + ¢ magassagpontot és az a’ ponttal dsszekotd
szakasz felezépontja. A magassidgpont (bc)-re vonatkozé titkorképe az a’ pont.

4.11. a) Legyen O az (abc)A koré irt korének kézéppontja, p a kor tetszéleges pontja. A p-bél
az oldalegyenesekre allitott merdlegesek talppontjai pedig sorra x,y, z (ldsd az 1. dbrat).

C

4.11M.1. abra.

Allitsunk a p-b&l merSlegest az ab egyenesre. Ez a kért a p’ pontban metszi. A merélegesség
feltétele alapjan p’ = —%’. A merdleges hiurok metszéspontja a keresett talppont:

at+b+p—9  (a+b+pp—ab
2 2p ’

xr=

Hasonlban kapjuk, hogy
(a+p+c)p—ac (p+b+c)p—be
= és z .

2p 2p

Az x,y, z akkor vannak egy egyenesen, ha az y=

valds,

x—z:p(a—c)—ab-l—bc:p(a—c)—b(a—c) _ (p—>)a—rc)
y—z pla—b)—ac+bc pla—b)—cla—b) (p—c)la—>b)

Ez viszont egy kori pontnégyes kettds viszonya (pabc), tehat valés. Az x,y, z pontok egy egye-
nesen vannak.

b) Elegendé megmutatni, hogy ha pl. z-et és y-t a p-bél kétszeresére nagyitjuk, akkor olyan
2’ és iy pontokat kapunk, amelyek az m-mel egy egyenesen vannak.
b
x’:2x—p:a—|—b—a—, és y’:2y—p:a—i—c—%.
p p

m—zx’

Tudjuk, hogy m = a + b + ¢, megmutatjuk, hogy az - 7 hanyados valds, azaz egyenld a

konjugaltjaval. A bizonyitas soran felhasznéljuk, hogy a,b, ¢, p egység komplex szamok, s ezért
konjugaltjuk, a reciprokukkal egyenld:

m—y’_b—l—%_pb—i—ac_i—kﬁ_%—i—p_b

m—a c+% petab  awtpe ab+pe M-
m
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4.12. a) A 4.11M megoldédsbdl 1atjuk, hogy a p ponthoz tartozé Simson-egyenes irdnyvektora
m—x =c+ %, s igy az atellenes kori ponthoz, (—p)-hez tartozé Simson-egyenesé ¢ — %’. Mivel
a,p, b, c egység komplex szamok, ezért c+ %’ merdleges ¢ — %’ vektorra, tehat valéban igaz, hogy
az atellenes kori pontokhoz tartozé Simson-egyenesek merdlegesek egymaésra.

b) Kicsinyitsiik felére a magassdgpontb6l a haromszog koré irt kort, ekkor a Feuerbach-kort
kapjuk. Az a) részben bizonyitottak szerint p és —p kicsinyitettje a Feurbach-kor egy atméréjének
két végpontja lesz, tovibba mindkét pont rakeriil a hozza tartozé Simson-egyenesre. Mivel azon-
ban a p-hez és a —p-hez tartozé Simson-egyenesek merélegesek egymasra, ezért metszéspontjuk
a Thalesz-tétel értelmében a Feuerbach-koérén van.

4.13. Legyen sokadszor O a haromszog kéré irt kor kbzéppontja. Az o szégben metszés feltétele
a 4.7. feladat alapjan

a-a* =bc- e, b-b" = ac- eaq, c-cf =ab-ey,.
Ebbél ; ;
c ac a
* >k *
a = —€2q, b* = —eaq, C = —€-
a b c

Miésrészt a 4.3. ¢) feladat megoldasanal lattuk, hogy a magassagvonalaknak a koré irt korrel vett
metszéspontjai rendre

be ac ab
ad =——, b =—=—, d=—-=.
a b c
A kettd Osszevetésébdl
! / /
a* = —d'esq, b* = —b'egq, ¢ = —Ccegy,.

Az (a*b*c*) haromszog csicsait az (a'b/d’) haromszog csicsaibél —eg,-val torténd szorzdssal,
vagyis O koriili forgatassal lehet szarmaztatni. Ez azt jelenti, hogy a haromszégek mind egy-
bevagdk az (a'b/'¢’) haromszoggel.

4.14. Vegylink fel az O koriil egy olyan nagy kort, amely a belsejében tartalmazza az O-bdl az
FE egyeneseire allitott valamennyi meréleges talppontjat. Tegyiik fel, hogy E egy tetszéleges ¢
egyenese a kort aj, as pontokban metszi, az O-bdl a g-re allitott merdleges ¢, —c pontokban. Az
(ar1a2) és (—cc) hiarok merdlegességébél

ajas —c? =0

kovetkezik. Forgassuk el az Oc egyenest ¢ szoggel, és legyen a ¢ argumentumi egység komplex
szam e. Az elforgatott egyenes a kort a ce, —ce pontokban metszi. Az elforgatott egyenes és g
metszéspontja 4.30.b. alapjan

aras(ce — ce) + c?e*(ay + az)

b= .
ajas + c2e?
Figyelembe vehetjiik még, hogy ajas = 2 és az (ajaz) hir felezépontjat a-val jeldlve aj+as = 2a,
ezért
b c?e? - 2a 2¢?
= = Qa = .
2 + c2e? 1+ e2

Latjuk, hogy az A;-hez , illetve B;-hez tartozo komplex szamot a;-vel, illetve b;-vel jelolve

bi:v-ai {i:1,2,...,n}.
Ez pontosan azt jelenti, hogy hogy az Aj, Ao, ..., A, ponthalmazt forgatva nyudjtas viszi at a
By, Bs, ..., B, ponthalmazba, tehat az E egyeneshalmaz O-ra vonatkoz6 valamennyi talpponti

alakzata hasonlé.
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4.1. Komplex szamokra is teljesiilnek a szokédssos alapmiiveleti tulajdonsagok. Végezziik el a
szorzasokat és Osszevonasokat kiilon a bal- és jobboldalon.

(a—c)(b—d)=ab—bc—ad+ cd,

(a—d)(b—c)+ (d—c)(b—a)=ab—bd—ac+ cd+ bd — bc — ad + ac = ab+ c¢d — bc — ad.
A két oldal egyenld.

4.2. A 4.1. feladatban bizonyitott algebrai azonossidg geometriailag azt jelenti, hogy az a, b, ¢, d
cstucsokkal rendelkezd négyszogben az atlévektorok szorzata egyenld a szemkozti oldalvektorok
szorzatanak Osszegével. (A vektorok irdnyat az azonossidgnak megfelel6 médon kell véilaztani!)
Ebbdl kévetkeztetést tudunk levonni a négyszog oldalainak, illetve atléinak hosszara, tovabba a
hosszak kozotti kapcsolatokra.

Vezessitk bea z = (a—c¢)(b—d), 21 = (a—d)(b—c) és zo = (a—b)(c— d) jeloléseket. Az el6z6
feladatban bizonyitott azonossig szerint

2 =21+ 29.
A haromszog-egyenlotlenség alapjan
2] = [21 + 22| < |21 + |2l

és egyenl6ség pontosan akkor all, ha zy és zo parhuzamos és egyiranyu vektorok, azaz jeloléseink
szerint

—d b—d b d—b
14 = (abdc) és 2_¢ : = (adbc).

z a—c b—c z a—c d-—c

A kettbsviszonyoknak pozitiv valds szamoknak kell lenniiik. Tudjuk, hogy az a,b,c,d pontok
nincsenek egy egyenesen, tehat a kettésviszonyok csak akkor lesznek valdsak, ha a pontok egy
kéron vannak. Ebben az esetben viszont pozitivak is a kett&sviszonyok, mert egyrészt c és d
az (ab) egyenesnek ugyanazon az oldaldn van, tovibba ugyanez igaz az (ad) egyenesre és a
b, c pontparra is. Egyenl6ség tehat akkor és csak akkor teljesiil, ha abed hirnégyszog. Azt is
belattuk, hogy tetszoleges négyszoghen az atlok szorzata nem lehet nagyobb a szemkdzti oldalak
szorzatanak Osszegénél.

4.3.

1. megoldas. Legyen az (abc) haromszog koré irt korének kozéppontja O. Az altaldnossag
megszoritasa nélkiil azt is feltehetjiik, hogy a kor sugara egységnyi.

4.3M1.1. abra.
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Megoldasok 4. Komplex szamok a geometriadban

A (bc) oldal felzépontja f = %, a magassag talppontja korabbi feladatok megoldasai alapjan

_be
t= %. Az (ab) oldalra irt négyzet k kozéppontjara az a — k vektor a b — k vektor 90°-os
elforgatottja:

i(b—k)=a—k,
ahonnan b
a—1
k= T

Hasonldéan a masik kiflé irt négyzet [ kézéppontjara

c—1a
1—i°

l:

Azt kell igazolnunk, hogy az (f,t,k,1) kettésviszony valds. A

b+c a+b+c— b a —1ib c—ia
2 2 ’ 1—4i’ 1—q

szamok kettésviszonya nem valtozik, ha mindegyik szdmot 2a = (1 —7)(1 4 i)-vel szorozzuk. Igy
a
ab + ac, a? + ab + ac — be, (1+i)a® + (1 —i)ab, (1 —4)a®+ (1 +1i)ac

szamokhoz jutunk. Ezek kettOsviszonya nem valtozik, ha mindegyikbdl levonunk ab + ac-t:
0, a?® — be, (1 +i)a® —iab — ac, (1 —1i)a® — ab + iac.

A kettésviszony :
(1 +i)a® —iab—ac —ia® — ab+ iac + be
(1 —1)a? —ab+iac ia%2 —iab—ac+bc

(14+i)a® —iab—ac

Itt az elso hényados (l—i)aQ——ab—f—iac

= 4, mig a mésodik

(c —a)(b+ia) _ (c—a)(b—ia) b+ia
(c—ia)(b—a) (c—ia)(b—a) b—ia’

ahol az el8s tényez6 az (a,ia, c,b) kori pontnégyes kettdsviszonya, tehét valds, a méasodik tényezd
pedig a Thalesz tétel szerint — b azon a korén va, amelyben egy atmér6 két végpontja ia és (—ia)
— tisztan képzetes. Négy vizsgalt pontunk (1) kettésviszonya tehat valds, valéban egy koron
vannak.

2. megoldas. Sokféleképpen igazolhatd, hogy K F'L olyan egyenld szart derékszogi haromszog,
amelyben F-nél van a derékszog. Ebbdl most csak az a lényeges, hogy F' illeszkedik K L Thalesz
korére.

Masrészt L és T az AC szakasz Thalesz korén van, igy 45° = ACL/ = ATL/ és ehhez
hasonléan az AB Thalesz korére illeszkedik K és T, ahol 45° = ABK / = AT K /. Mindezekbdl
LTK/ = LTAZ + ATK/Z = 90°, azaz T is illeszkedik KL Thalesz korére, tehat L, K, T, F
egy koron vannak.

4.4. Legyenek a négyszog oldalainak és atléinak felezépontjai: f1, fo, f3, f1, f5, f6- Az O pontot
ugy valasszuk meg, hogy az f1, fo, f¢ illetve az f1, f4, f5 pontokon dtmend Feuerbach-kérok az
fi-en kiviill O-ban messék egymaést. (Az O egybe is eshet fi-gyel.) Elegendé azt megmutatni,
hogy a két kor kozos O metszéspontjan pl. az (f1f3f5) kor is atmegy. A bizonyitas az (f3f4fe)
korre hasonléan menne.
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4. Komplex szamok a geometridban Megoldasok

4.4M.1. 4bra.

A feltétel algebrailag azt jelenti, hogy az (O fsf1f2) és (O fafsf1) kettOsviszonyok valdsak, a
bizonyitand6 pedig az, hogy az (O f3f5f2) kettésviszony is valés. Tudjuk, hogy

_ho fe—h
(Ofefi1f2) = P — =\€ER,
s fa—Ss

Szorozzuk Ossze a két egyenlOséget :

fo o= f)lfa—f5) _
fo " (fo = f3)(fa— f1)

Tudjuk, hogy f41— f5 = f¢ — fo, mivel k6z6s alapi haromszogek koézépvonal-vektorai és ugyani-
lyen okbdl fg — f1 = f3 — f5, tovabba f4 — f1 = f3 — fo. Ezeket behelyettesitve az egyszeriisités

utan
fs  fs—Js
f2 ' fa—fa

ez éppen az (ofsf5f2) kettésviszony.

=\u € R,

4.5. Helyezziik el az abed érinténégyszoget gy, hogy beirt koérének kozéppontja az O pont
legyen. Jeloljiik a beirt kor érintési pontjait az (ab), (bc), (ed), (da) oldalakon rendre z,y, z,u
betiikkel (14sd a ?7?. abrat).

Mivel az x vektor meréleges b— z-re és y meréleges y—b-re, tovdbba |z| = |y| és |b—z| = |y—b|,
ezért b — x = \ix, és y — b = Aiy, hiszen az x vektort ugyanaz a 90°-os forgatva nyujtas viszi at
b — z-be, mint y-t y — b-be. EbbdI a két egyenletbdl adodik, hogy

b—r
y—b y
Innen azonnal szamolhatd, hogy b = % Hasonlban kapjuk, hogy
2yz 2zu 2ux
= , d= , a= .
y+z z4+u u+x
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Megoldasok 4. Komplex szamok a geometriadban

4.5M.1. abra.

Legyen az (ac) és (bd) atlok felez6pontja e és f. Azt kell belatnunk, hogy e és f hanyadosa valds

szam. uzr Yz
e 5 atc wmztye @t+ylkt+uw) x4y 24y

foBL b+d 42 (wta)y+z) rtu ozt

Ez viszont nem mas, mint az x, z, —y, —u kori pontnégyes kettosviszonya, tehat valés.

4.2. a) Az
20+21+29+23= A
20 +121 — 29 —iz3 = A
20— 21+ 20 — 23 = AQ
Z0 —iz1 — 20 +iz3 = Ag
egyenletrendszer megoldasa:
Zo = Ag+A1+As+Ag

4
Ag—1A1—As+iAsg

Z1 = 1
Ag—A1+A2—A )
29 = 0 1-}1— 2—A3
_ AgtiA1—As—iA3
23 = p

vagy az eredeti alaknak jobba megfelel6 formaban:

oy = AotAi+AstAs
0= 4

_ A0+’i3A1+i2A2+’iA3
Z1 = i

_ Ag+iSA1+itAr+i?As
Z9 = I

_ Ag+i%A1+i5Ar+i3As
z3 = 1

b) Az Ay = 0 feltétel azt jelenti, hogy a négyszog stulypontja (a négy csicsba helyezett
egyforma tomegekbdl all6 tomegpontrendszer silypontja) az origé.

Az A = 0 feltétel a
20 + 121 &+ 123

(1)

1+i 147
forméba irhatd at. A 4.1. feladat allitdsa szerint a zg, z; szamok 1-gyel, i-vel ,stlyozott” os-
ztépontja, az O = ZofrTzfl pont az a pont, amelyre 201:200 = 1, tehat az a pont, amelyre 200z

pozitiv forgasiranyt egyenld szart derékszogili haromszog, melynek derékszdge O-nal van. Az 1
formula azt fejezi ki, hogy ugyanekkor z0Oz3 is pozitiv forgasiranyu egyenld szart derékszogi
haromszog, melynek derékszoge O-nal van. Az O kériili 90°-os forgatds a z1 pontot zg-ba, egyit-
tal z3-at zo-be viszi, tehdt a 29212923 négyszog atléi egymasra merdlegesek, egyenlé hossztiak és
a 2123 atlot zgze-be képezd 90°-os forgatas pozitiv forgasirany.

Az Ay = 0 feltétel annak felel meg, hogy a zgz1 2923 négyszog paralelogramma.

Az A3 = 0 feltétel az A1 = 0 feltételhez hasonlé tartalmi csak az emlitett forgasirdny itt
ellenkezé.
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4. Komplex szamok a geometridban Megoldasok

4.1.

1. megoldas. A 4.1M1 megoldasban részletesen bemutattuk, hogyan fejezhet6é ki, hogy egy
haromszog egyenld szara, és ezt alkalmaztuk is mar a 4.6. feladat megoldasaban. Vegyiink tehat
egy olyan r komplex szamot, amelyre teljesiil, hogy r + 7 = 1. Legyenek az (abc) haromszog
oldalaira szerkesztett hasonld egyenld szart haromszogek csicsai x,y, z (lasd az 1. abrat).

4.1M1.1. abra.

Az (abx) hdromszog alapja b — a, szarai (b — a)r és (b — a)7. Hasonlban irhatjuk fel a t6bbi
oldalakat is. Az r argumentumaéval torténd elforgatas biztositja, hogy a mindharom hiromszog
hasonlé lesz. Valasszuk origénak az (ay) és (cz) egyenesek metszéspontjat. Bizonyitani kell, hogy
a b és z vektorok egy egyenesbe esnek. A feltételek algebrai formaban:

d € R, Y € R, bizonyitandé: z € R.
c a b

Egy komplex szam akkor és csak akkor valds, ha megegyezik a konjugaltjaval. A feltételeket
most ezzel is kifejezhetjiik:
x

; bizonyitandd, hogy =

ol 8l

ISHIES
QI

S W
S

Tortek nélkil pedig:
.¢=ZT-c, y-a=y-a, z2-b=%z-b

8

Ugyanezt a mddszert mar lattuk a 4.8M. f) megoldésban.
Fejezziik ki x,y, z értékeit, figyelembe véve, hogy 7 =1 — 7.
+ (b

a a(l —r)+br = ar + br,
y=>b+(c

a)r

b)r

X

b(1 —r) + cr = bF + cr,
z=c+(a—c)r=c(l—r)+ar=cr+ar.
Ezeket most behelyettesitjiik a feltételekbe:
(aF + br)e — (@r + bF)c = 0,

illetve
(bF + cr)a — (br +¢r)a = 0.

A bizonyitandé allitds pedig a kovetkez6 alakot Glti:
(cF + ar)b — (er +ar)b = 0.
Beszorzas utan adjuk 6ssze a két feltételi egyenléséget.

are + bré — acr — ber + bar + era — abr — acrF = bré — beF + bar — abr = 0.

161



Megoldasok 4. Komplex szamok a geometriadban

Kiemelés és (—1)-gyel torténé szorzas utén

b(cF + ar) — b(er +ar) =0,
a bizonyitandot kaptuk.
Megjegyzés: Kozben érdekes kdvetkezményt is belattunk, ugyanis
r+y+z=ar+br+br+cr+cr+ar=(a+b+c)(r+7) =a+b+ec
Az (abe) és (ryz) haromszogek stulypontja megegyezik.

2. megoldas. A feladat egyszeriien kezelhet6 a ,, Trigonometrikus Ceva tétellel" (lasd a G.I1.7.12.
feladatot).

Jeldlje a haromszog csticsait A, B és C, bels§ szogeit «, 3 illetve v, és legyenek az oldalakra
kifelé irt egymashoz hasonlé egyenld szart haromszogek ACY B, BA1C, C' B A, amelyekben tehét

A Trigonometrikus Ceva tétel szerint azt kell igazolnunk, hogy

sin ACC1< sin BAA1< sinCBB1<t
sinC;CB<« sin AjAB< sin BiBA<

1.
Alkalmazzuk a Szinusz-tételt az ACCy, C1CB, BAA,, A1AC, CBBj, B1BA haromszogekben!
Az ACCy haromszogben példaul

sin ACC1< sin C1ACK
ACy N ciC

A
— sin ACCl< = Clcé' SiH(Oé + ()0)7

mig az C1C B haromszogben

CCBe snenB B
sinC1CB< _ sinC1BOY — sin C1CB< = @

BC, c.C oo B+ e).

Ezek alapjan
sin ACCi<t sin(B + )

sinC1CB<  sin(a + )

és nyilvan ehhez hasonléan
sin BAAj<  sin(y+¢

sin AjAC<  sin(B+ ¢

(

(
sinCBBj<t  sin(a+¢
sin ByBA<  sin(y+ )’

A legutébbi harom egyenlet szorzatabol:

sin ACCy1<t sin BAAj<« sinCBBi<t  sin(f+ @) sin(y+¢) sin(a+p)
sinC1CB< sin AJAC< sin BiBA<  sin(a+¢) sin(B+¢) sin(y + ¢)

=1,

tehat az allitast igazoltuk.
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4. Komplex szamok a geometridban Megoldasok

4.2M.1. 4bra.

4.2. Legyen a haromszogek k6zos cstcsa az O pont. A haromszogek hasonlosagabdl kévetkezik,
hogy a by, bo, bg vektorokat ugyanaz a forgatva nytjtas viszi at a megfelel6 cq, co, c3 vektorokba.
A forgatva nyujtés egy z komplex szammal torténd szorzas. Igy ¢1 = biz,co = baz,c3 =
= bzz. Mivel a kozos kezdSpontu by, be, b vektorok végpontjai egy egyenesen vannak, ezért a
vektorokndl tanultak értelmében léteznek olyan A és p valés szdmok, amelyekre A + pu =1 és

b3 = Ab1 + ubs.
Szorozzuk meg az egyenléség mindkét oldalat z-vel.
bsz = Ab1z + uboz,

c3 = Acy + pcy,

vagyis a ci, co, c3 pontok is egy egyenesen vannak.
A bizonyitas soran azt is belattuk, hogy a by, bo, b3 pontok osztéviszonya megegyezik c1, ¢, c3
pontok osztdviszonyaval.

4.3. a) Legyen a kor kozéppontja az O pont, az ABC haromszog csicsai pedig rendre a, b, c.
Ezekhez képest az A’B’C’ haromszog cstcsai ugyanazzal az a szoggel vannak elforgatva az O
koriil (lasd az 1. abrat). Jeloljiik az o argumentumt egység komplex szamot e-vel. Ekkor

/ / /
a = ae, b’ = be, ¢ = ce.

4.3M.1. abra.

Az (ab) és (a'b’) oldal ¢* metszéspontja (a hirok metszéspontjara vonatkoz6 4.8. b) feladat
eredményét felhasznalva):

o ab(a/ +b') —a'b'(a+b)  abe(a+ b) — abe?(a + b)
B ab — 't/ B ab — abe?
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Megoldasok 4. Komplex szamok a geometriadban

2

e— e
(a+ )1—62 (a+ )1+e
Hasonlbéan a masik két metszéspont
*=(b b* = .
a* = ( —|—c)1+e, (a+c)1+e

Vizsgéljuk meg teljesiil-e az (abc) és (a*b*c*) haromszogek hasonlésiganak feltétele.

a* —c* a—c

b* —c*  b—c

Ez a feltétel az I—iG—vel torténd egyszerisithetdség miatt nyilvanvaldéan teljestil.
b) Elegendd pl. azt megmutatni, hogy a koézéppontot a c*-gal Gsszekotd egyenes meréleges

az (a*b*) oldalra, tehat magassdgvonal. A bizonyitas a masik két magassadgvonalra is ugyanigy

menne. Mivel |a| = [b], ezért a+b meréleges a —b-re, tehit ¢* = 15 (a+0b) is merdleges az (a*b*)

oldal b* — a* = 1% (a — b) vektordra.

4.4. Legyen a kor kozéppontja az O pont, a hirnégyszog csicsainak megfelelé komplex szamok

a,b, c,d, az elforgatott négyszog csicsai pedig o, b'c’, d’. Az (ab), (be), (ed), (da) oldalak elforga-

tottjaikat rendre az x,y, z, u pontokban metszik (ldsd az 1. abrét).

4.4M.1. abra.

A 4.3M. megoldas jeloléseivel és szamitdsai szerint

e
x—(a—i—b)l—_'_e, y—(b+6)1+e,
z:(c+d)1+e, u:(d+a)1+e.

Ebbdl viszont kovetkezik, hogy © — y = u — 2, azaz az (zyzu) négyszog két szemkozti oldala
parhuzamos és egyenld.

4.5. A sz0g csucsa - az egyszerlibb kezelhet&ség érdekében - legyen az O pontban. Korabbi
jeloléseink szerint legyen tovdbbd az elsé hatodik egységgyok ¢ = cos § +isin §. Ezzel az egyes
pontoknak megfelelé6 komplex szamok (lasd az 1. abrat)

a=p,a1 = 2q,b=qp,by = 2pp.

A C ponthoz tartozé komplex szam felezOpontként adédik:

c=pp—+q.
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4. Komplex szamok a geometridban Megoldasok

B1 = 2pyp
C=q+pp
B =qp
0=0 A=p AL =2q
4.5M.1. abra.

A 4.4. feladatban meghataroztuk annak algebrai feltételét, hogy harom pont egy szabalyos
haromszodg harom csiicsa. Alabb ezt alkalmazzuk és Ifelhasznaljuk, hogy ¢ hatodik egységgyok,
tehat p? — 4+ 1 = 0. Azt kell beldtnunk, hogy

a>+ b2+ —ab—be—ca=0.
Irjuk be az egyes pontok kifejezéseit a baloldara és végezziink azonos 4talakitisokat.
P+ @ ¢° + P04 2040 + ¢* — paw — pgp® — ¢°p — pPp —pg =
P o+ D)+ (¢" —o+1) —pa(¢” —p+1) = (0* —pg + ) (¥ — ¢ +1).

Ez valéban nulla, mert ¢? — ¢ +1 = 0.

Megjegyzés: A feladat természetesen vektorok forgatasaval is megoldhaté

4.6. Legyen az eredeti haromszog (abc), négyzetkozéppontok altal meghatérozott pedig (zyz).
Ha z az (ab) oldal f6lé szerkesztett négyzet kozéppontja, akkor x — a mer6leges b — x -re és vele
egyenl6 hosszisagu. Innen
(xt—a)i=b—u,
b+ ai

Ugyanezzel a modszerrel
c+bi a+ci

1+ Co1+i
Annak feltétele, hogy az (ryz) hdromszog szabalyos legyen (lasd a 4.4. feladatot)
x2—|—y2+z2 =zxy +yz+ zx.
Ebbe az egyenléségbe az elébbieket behelyettesitve és (1 + i)2-tel szorozva:
b? + 2abi — a® + ¢ + 2bci — b? + a® + 2cai — & =

= be + b%i + cai — ab + ca + ¢%i + abi — be + ab + a’i + bei — ca.

Az egyszertisitések utdn i-vel osztva
a’ 4+ b + ¢ = ab + be + ca.

Lathato, hogy a két feltétel ekvivalens. Pontosan akkor lesz a négyzetkézéppontok dltal meghataro-
zott haromszog szabalyos, ha az eredeti is az.
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Megoldasok 4. Komplex szamok a geometriadban

4.7M.1. abra.

4.7. Az 1. dbran kovethetd a szamolds. A k komplex szammal vald szorzas azt a forgatva nyijtast
hajtja végre, amellyel pl. az a oldalbdl a szomszédos ka oldalt kapjuk.
Szamisuk ki az X,Y, Z-hez tatozdé komplex szamokat.

Xﬁd—a+c+d—(1—k)a+(1—k:)b

2 9
v — k:d-l—d—a—i—k:c’
2
Z:d—(l—k)a—kb.
2
Tekintsiik az (XY Z) haromszog oldalvektorait.
X—Z:d_a+c+b,
2
V_7— kd — ka+ke+ kb k:(d—a+c+b)’
2 2
X _y— (1-k)d—-(1—-klJa+(1—-k)c+(1—-k)b (1—-k)(d—a+c+b)
B 2 B 2 '

Ez pedig azt jelenti, hogy ez a haromszog is hasonlé az elére megadott négy haromszoghoz.

4.8. Mészaros Jozsef felvidéki kolléga talalta ezt az érdekes bizonyitast a Heron-képletre, ame-
lyre egy kozépiskolds didk, Miles Dillon Edwards jott ra[15].

A haromszogek O-nél fellépd szogei a szokasos jelolésekkel (lasd az 1. dbrét) rendre 90° —
-5,90°— g, 90° — 3. A beirt kor sugara r, az érintészakaszok AP = s—a, BQ = s—b,CR = s—c.

Helyezziik el most az OPA, OQB és O RC haromszogeket a Gauss-féle komplex szdmsikon gy,
hogy az O pont mindegyik haromszogre legyen a kézéppontban és a haromszogek r hosszisagi
befogbja a valds tengelyre essen. Igy az A, B, C csiicsoknak megfelel6 komplex szamok

A=r+(s—a)i,B=r+(s—0)i,C =1+ (s—c)i.
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4. Komplex szamok a geometridban Megoldasok

Im
A=r+i(s—a)
C=r+i(s—c)
B=r+i(s—b)
0
A “Ps_b B T fe
4.8M.1. ébra.
A harom komplex szdm argumentumanak Osszege
9o°—%+90° —§+90°—%=27o° R AT

Szorzasakor az argumentumok &sszeadédnak, ennek megfeleléen a harom szam szorzatanak
képzetes része nulla kell, hogy legyen.

A-B-C=[r+(s—a)i][r+(s=b)i][r+ (s —c)i] =
=3 —r(s—a)(s—b) —r(s—Db)(s —c) —r(s —c)(s — a)|+
+i[r?(s —a) +1r2(s = b) + r2(s — ¢) — (s — a)(s — b)(s — ¢)].

A képzetes rész nulla:
(s —a+s—b+s—c)—(s—a)(s—b)(s—c)=0.

atrendezve és s-sel szorozva
r2s? = s(s — a)(s — b)(s — c).

Végiil beirva az ismert t = rs Osszefiiggést éppen a Heron-képlet adodik

t= \/s(s —a)(s—b)(s—c).

4.9. Feltevésiink szerint a kovetkezd kettésviszonyok mind valésak (ldsd az 1. abrét):

21—k 21— W

p— . 5
(z1w220w1)
W9 — 29 W — W71
29 — Z3 zZ9 — W2
(2211)32311)2) = : )
w3 — 23 W3 — W2
Z3 — 24 Z3 — W3
(z3w4z4w3) = : :
Wy — 24 W4 — W3
24 — 21 Z4 — Wy
(24’11)12’1’11)4) = . .
w1 — 21 W1 — w4
Kovetkezésképpen
(rwazpw1) (z3wazaws)
(zow3zzwsy) (z4wiz1wy)

wg — 23) (w1 — 21) (22 — we) (24 — wy)
wy — z)(wg — 24)(21 — w1) (23 — w3)’

(21 — 22)(23 — z1) (w2 — wy)(wy — w3)
(22 — 23) (24 — 21) (w3 — wa)(w1 — wy)

—_

1R7



Megoldasok 4. Komplex szamok a geometriadban

Cq

) )
C3

z3

Co

4.9M.1. 4bra.

Az egyszerlisités utan pedig

(21 — 22) (23 — 2a) (w2 — w1)(wyg — w3)
(22 — 23) (22 — 21)(w3 — wa) (w1 — wyq)’

Most két-két el6jelet megvaltoztatva a képlet atirhato

(21 — 22)(23 — 24) (w1 — w)(w3 —wa) _ (21 — 22 21— Z4) . (w1 —wy Wy — w4) _
(23 — ZQ)(Zl — 24)(’11)3 — w2)(w1 — w4) Z3 — 29 23— 24 w3 — W2 W3 — W4
= (21232224) - (WwW3WowWy).
Vagyis (z1232224) pontosan akkor lesz valés, ha (wjwswowy) . Ezzel az éllitdst belattuk.
4.10. a) Négy altalanos helyzetii egyenesiink a sikon legyen: C1,Cs, C3, Cy. Legyen tovabba a

C, és C}, egyenesek (egyik) metszéspontja z;. (a masik 00), a 2k, Zkm, 2jm pontok koré irt kore
j gy gy Ja Zj j J
pedig Cjgm, (lasd az 1. abrat).

4.10M.1. abra.

Alkalmazzuk a 4.10. feladat eredményét a Cagyq, Co, C1, Ci34 ,korok”-re. Ekkor a kivetkezoket
figyelhetjik meg:
Ca3y és Oy metszéspontjai zog és 2o4,
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5. Projektiv geometria Megoldasok

(5 és C7 metszéspontjai oo és z19,
C1 és Ci34 metszéspontjai z13 és 214,
C134 és Co34 metszéspontjai z34 és 21234,

ahol z1934 az ,,4j” metszéspontja a C134 és Cagy koroknek. (A masik metszéspontjuk z34.) Mivel
293,00, 213, 234 Kollinedarisak, ezért a a 4.10. feladat alapjdn azonnal kovetkeztethetiink, hogy
294, 212, 214, 21234 €gy koron vannak. A jelolések alapjan azt is tudjuk, hogy zo4, 212, 214 kOré irt
kore Chag. Ezek szerint a Ciag, Cisq, Cogqs korok metszik egymast a z1934 pontban.

Miésrészt , ugyanez elmondhaté a Cogy, Cy, C1, Ci34 korokre més szereposztassal is. Mivel
Zo4, 00, 214, 234 Kollinedrisak (mind a Cj egyenesen vannak), ezért zos, 212,213, 21234 €gy koron
vannak. A 2923, 212, 213 koré irt kor 0123. Ezek szerint a 0123, 0134, 0234 korok is a 21234 pontban
metszik egymaést.

A négy kor a 21934 pontban metszi egymaést. Ez a pontot hivjuk a négy egyenes Clifford-féle
pontjénak.

b) Itt mér valéban nem érdemes megéllni! Most vegyiink 6t &ltaldnos helyzetli egyenest.
Béarmelyik négynek van Clifford-féle pontja. Az eddig médszerrel belathatd, hogy az igy nyerheté
ot Clifford-féle pont egy korén van. S6t! Hat altalanos helyzetii egyenesnek hat Clifford-féle kore
van. Ezek Ugy keletkeznek, hogy egy-egy pontot elhagyunk és a maradék 6t pontnak vessziik
a Clifford-koérét. Az is az eddig moddszerrel igazolhatd, hogy ez a hat kor egy pontban metszi
egymast, stb. .. Kaptunk egy végtelen tétellancolatot, az un. Clifford-féle tétellincot.

5. Projektiv geometria

5.2. A fényképezés egy vetitésnek foghaté fel. A kiilvilagot a fényképezégép P fokuszpontjabdl
a film ¥ sikjara vetitjiikk. A fényképen megjelen6 ABC D négyszog a valésagos focipalya, az
A'B'C'D’ téglalap képe ennél a vetitésnél. Az A’ D’ alapvonal és a P fokuszpont egy ¥ 4p sikot
alkot, ez a sik tartalmazza a fékuszpontot az oldalvonal barmely pontjaval 6sszek6to egyenest,
tehat az AD egyenes a ¥ 4p sik és a 3 stk metszésvonala. Az A’ D'-vel parhuzamos B’'C” alapvonal
és a P pont sikja X pc, melynek Y-val valé metszete a BC' egyenes. A Y ap és a Ypeo sik is
tartalmazza a P ponton at az A’D’, B'C’ egyenesekkel parhuzamosan htizott hi egyenest. Ha
h1 a film ¥ sikjat Hi-ben metszi, akkor Hy egyben az AD, BC egyenesek metszépontja is. Az
focipalya valddi sikjaban az A’D’, B'C" egyenesekkel parhuzamos egyenesek képei mind Hi-en
mennek at, mert barmelyik ilyen egyenes és a P pont olyan sikot feszit ki, amely tartalmazza a
h1 egyenest.

Ehhez hasonléan a focipalya A’B’, C'D’ oldalvonalainak és az ezekkel parhuzamos egyene-
seknek olyan egyenesek a képei, pl AB és CD, amelyek a X sik egy Ho pontjan haladnak at.

a) A pélya kozéppontja az A'C’, B'D’ 4tl6k O’ metszéspontja, ennek O képét megkapjuk
az AC, BD egyenesek metszéspontjaként. A pélya kozépvonala az O' ponton at az A'D’, B'C’
alapvonalakkal parhuzamosan hizott egyenes, melynek képe tehat az O Hy egyenes. O Hy egyenes
és az AB, C'D egyenesek Fap, Fop metszéspontjai az oldalvonalak felezGpontjainak képei.

b) Felhasznéljuk, hogy a stlypont harmadolja a sdlyvonalat. A pdlya oldalvonalainak F,
F/pp felez6pontjai és a B’ sarokzaszl alkotta haromszog egyik sulyvonala O'B’, egy mdsik
stlyvonala F/j5C" igy a héromszog S’ silypontjdnak képe a X sikon S = FapC N OB. A
harmadolévonal az SHi egyenes.

5.4. d) Erre a feladatrészre adunk egy szamolds nélkiili indoklast. Legyen fest6hoz legkozeleb-
bi parkettalap az UVV'U’ lap, a festd szeme a Q pont, az UV, U'V’ szakaszok felezOpontja
Fyy és F', az F' pont képe a vasznon Fyy. Az UVV'U’ parkettalappal szomszédos egyik né-
gyzetlap (1asd a 2. dbrat) TUU'T’, ezen a TU oldalél felezépontja Fry. A vizsgdlt TU', UV’
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5.2M.2. &bra.

atlokkal parhuzamos a parkettalapok sikjaban az FryF’ egyenes is, melynek képe a vdsznon
az FryFzw egyenes, amely tehét szintén P-ben metszi az OP horizontot. Az Fyv F', Fyyv Fry
szakaszok egyenl6ek egymassal, hiszen mindketten egyenlok a parketta négyzetlapok oldalaval.
Az Fow Fyyv F', Faw Fyy Fry hdromszogek igy egybevagd derékszogii haromszogek, amelyek az
Fyv O tengely koriili derékszogben egymasba forgathatok. Ez a forgatds egyuttal egymaésba viszi
a P, Q pontokat is, hiszen ezek a pontok az egymadsba fordulé FryFzy, F'Fzw egyeneseknek
a forgatdsnal onmagdba képz6dé OPQ sikkal (a @ ponton dthaladé a parkettalapok, azaz a
foldfelszin sikjéval parhuzamos sikkal) valé metszéspontjai.

5.4M.2. abra.

5.7. a) Az ABCD négyszog AB, CD szemkozti oldalainak meghosszabbitésat jelolje U, a BC,
D A oldalegyenesekét V. Legyen O a négyszog X sikjara nem illeszked§ tetszoleges pont és vetit-
sitkk -t O-bol a II = OUV sikkal parhuzamos IT' sikra. Az OU, OV vetitésugarak parhuzamosak
ezzel a sikkal, igy U és V a I sik idedlis pontjaba képzédik, az ABC D négyszog A’ B'C' D’ képén
az A'B’', C'D’ és a B'C’, D' A’ egyenesek is parhuzamosak lesznek.

b) Azt mutatjuk meg, hogy az A’B'C’D’ paralelogramma &tvihet$ négyzetbe. Legyen T' tet-
sz6leges sik, amely tartalmazza az A’B’ egyenest, de nem tartalmazza C’-t és D’-t. A T sik
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megfeleld C*, D* pontjaira ABC*D* négyzet. Mivel C*D* és C'D’ is parhuzamos és egyenld
hosszit A’ B’-vel igy azok egyméssal is egyenl6ek és parhuzamosak, azaz C'D'D*C* paralelo-
gramma. Ha a II' sikot a C'C* egyenessel parhuzamos vetitésugarakkal &tvetitjiikk a T' sikra,
akkor az A’B'C’'D’ paralelogramma képe az A’ B'C* D* négyzet lesz.

c) Az a) feladatrész megolddsanak dbrajara alkalmazzunk egy olyan A affin transzforméciot,
amely X sfkon identikus, és az A’ B'C’ D’ paralelogrammat négyzetbe képezi. A A(O) pontbdl a
A(IT') sikra vetitve az ABCD négyszog az A(A'B'C'D’) négyzetbe képzddik.

5.3. Jeldlje Tpgr a PQR hiromszog eléjeles, tehat a haromszog koriiljardsdnak megfeleld elé-
jeli, teriiletét!

Az alabbi 0sszefiiggés annak alapjan irhaté fel, hogy az emlitett hdromszdgek mindegyikének
magassiga az O pont és az ABC'D egyenes tavolsaga.

(ABCD) = AC-DB  Taco-Tppo (OA-OC -sin(ac)) - (OD-OB -sin(db))
CB-AD Tepo-Tapo (OC-OB -sin(ch)) - (OA-OD -sin(ad))

_ sin(ac) - sin(db)
sin(cb) sin(ad)

= (abcd).

5.5. (ABC)=AC/CB = (3-0)/(1-3)=—3. (ABCD) = (ABC)/(ABD), amibél (ABD) =
= (ABC)/(ABCD) = _g. (ABD) = (d-0)/(1—d) = —3, mib6l d = —3.

5.6. a) (ABC) =553 = 5 (ABp) =108 — 13
(ABCD) = (ABC)/(ABD) = 2.
b) (DCB) = 10 = -3, (DCA) = <;_32:;§’ =1
(ABCD) = (ABC )/(ABD) = —3
c) (ABC) = -2, (ABE) = -1, (ABCD) =

5.9. Vegylink fel egy ABCD egyenesre nem illeszkedd tetszéleges P pontot és a PB egyenesen
egy P-t6l és B-t0l kiilonbo6z6 @ pontot. Legyen még R = DQ N PA, V = DQ N PC valamint
a)-ban kell még S = AQ N PC és b)-ben T'=CQ N PA (l4sd az 1. abrat).

5.9M.1. abra.
a) (ABCD) £ (spPcv) 2 (QrDV) £ (BADC)
b) (ABCD) £ (RQVD) € (RTPA) £ (DCBA)
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5.16. (ABDC) PB/6% = DBae = g_} aD = (ABCDy = 1
(BACD) = CA gﬁ g%}gﬁ é‘%%c(;g =1 mint fent.
Ha y = (ACBD) = BC gc ap s 1= ég DB akkor
AB-CD+ AC-DB AB-(CB+BD)+ AC-DB
yre= CB-AD - CB-AD -
_AB-CB+AB-BD+AC-DB AB-CB+ BA-DB+ AC-DB
B CB-AD - CB-AD B
_AB-CB+(BA+AC)-DB AB-CB+BC-DB
B CB-AD B CB-AD B
_AB-CB+CB-BD (AB+BD)-CB AD-CB 1
CB-AD CB-AD T CB-AD ’
azaz y =1 — .
Innen minden permutécié szamolhaté. Pl az A-val kezd('id('iek
(ABCD) ==z, (ABDC) =1 (ACBD)=1-u1, (ACDB) = -, (ADCB) =1— -L_ =
(ADBC)=1-1=2-1
z | 1-z | 3 | & | & | =
(ABCD) | (ACBD) | (ABDC) | (ACDB) | (ADCB) | ( )
(BADC) | (BDAC) | (BACD) | (BDCA) | (BCDA) | ( D)
(CDAB) | (CADB) | (CDBA) | (CABD) | (CBAD) | (CBDA)
(DCBA) | (DBCA) | (DCAB) | (DBAC) | (DABC) | (DACB)

5.17. Eredmény: (ABCD) = %

5.1. a) A hanyados argumentuma a z3z9z1 irdnyitott szoggel egyenld.

b) Az irdnyitastarté hasonloségi transzformaciok az eltoldsok és a forgatva nyujtasok. A ¢
komplex szammal valé eltolds a z — z + ¢, a b pont koriili a = A(cos ¢ + isinp) komplex
szammal vald forgatva nyujtas (¢ szoggel valé forgatds és A ardnyd nyijtas) a z — a(z — b) +
+b=az+ b(1 — a) képlettel adhaté meg. A konstans hozzdadasa mar a z; — z; kiilonbségeket
sem valtoztatja meg, a konstanssal val6 szorzas pedig ezek hanyadosat hagyja invaridnsan.

c) Ha a b kozéppontti A paraméterti inverziénal z invertaltja 2/, akkor (z' —b)(z — b) = A, azaz

A b szam kivonasa illetve hozzdadédsa, a A\-val vald szorzas nem valtoztatja az osztdviszonyt, igy
a kettOsviszonyt sem. Csak azt kell megmutatnunk, hogy a z — % leképezés, tehat az egységkore
vonatkozo inverzid, a konjugaltjara valtoztatja a kettOsviszonyt.

Z3—21 Z2—za
Z123 Z422

Z2—23 Za—21
2322 Z124

~—

111 1, (
(

&=

Z1 %3 Z3 71

|~

N Sl
SN—
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Sl (&=
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~—~

Bl (&=

N
w
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5.3. Egy korébbi feladat &llitdsa szerint az (ABCD) kettésviszony értéke valés. Igy (ABCD)
kiszamitasdhoz csak az A, B, C, D pontok kozti szakaszok hosszat kell figyelembe venniink,
illetve meg kell vizsgalni a kettGsviszony eldjelét is.

Az (ABCD) komplex kettésviszony és az (abed) sugarnégyes kettsviszonya egyszerre negativ,
ha az AB pontpar elvalasztja a C'D pontpart, ami ugyanakkor kovetkezik be, ha az ab egyenespar
elvilasztja a cd egyenespéart.

Alkalmazzuk a Nagy Szinusz Tételt a PAC, PCB, PAD, PDB haromszogekre! Ha az adott
kor sugara r, akkor

AC = 2rsinac, CB = 2rsincb, AD = 2rsinad, DB = 2rsindb, (1)

igy (ABCD) = (abcd). Megjegyezziik, hogy a (1) Osszefiiggés akkor is teljesiil, ha P megegyezik
az A, B, C, D pontok valamelyikével, pl A-val, mert ilyenkor a hir pl AC keriileti szoge a PA
érinté és az AC hur szogével egyenld.

5.1. Jelole a k vezérkori A csiicsu kupot A, a k kor X sikjatél kiillonbozé vizsgalt sikot 1, a 11,
Y. sikok metszésvonalat e, a k kor e-re mer6leges atméréjét BC, az A kip AB, AC alkotdinak a
IT sikkal valé metszéspontjait, amennyiben léteznek, H és K. A bizonyitds soran elsGsorban az
A, B, C, H, K pontok A sikjaban dolgozunk. A BC atmér6 és az e egyenes G metszéspontja
HK-ra is illeszkedik, hiszen G = X NANII, mig HK = ANII (lasd a 2. dbrat).

5.1M.1. abra.

Az 1. abran a A sik lathaté. A szlrkére szinezett kettOs szogtartomény A belseje, a BC
szakasz pedig a k kor atméréje. A I1 metsz6 sik és a A stk H K metszésvonala harom lényegesen
kiilonb6z6 mdédon helyezkedhet el: vagy csak az egyik szogtartomanyt metszi el, vagy mindkét
szogtartomannyal van kozos pontja, vagy parhuzamos az egyik szogszarral, amikor is H és K
egyike, a tovabbiakban K, nem is jon létre. Latni fogjuk, hogy ezekben az esetekben rendre
ellipszis (esetleg kor), hiperbola illetve parabola lesz a II sik és a A kip metszésvonala.

Jeldlje A és 1T egy tetszbleges kozos pontjat P. Fektessiink P-n 4t a k alapkorrel parhuzamos
sikot, amely a kuipbdl kimetszi a DE 4tméréjé k' kort. Huzzunk végiil a P pontbdl az e egyenessel
parhuzamost, azaz a DE atmérore merdlegest. Az igy nyert PM szakasz hosszat szeretnénk
meghatarozni. A P pont illeszkedik a DE szakasz k' Thalesz-korére, igy a DPE haromszog
derékszogii. Ebben — a magassagtétel szerint — PM? = DM - EM. Mésrészt, az EHM és BHG,
illetve a DMK és CGK hasonlé hdromszogekbdl (lasd a 2. dbrat vagy a 3. dbra bal oldali
részabréajat)

DM _ CG EM _ BG O
MK GK’ MH GH’
ey CG - BG
2 _ ) il
PM?=MK -MH O CH (2)
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5.1M.2. abra.

Vegyiik most tekintetbe, hogy a gggg tényez6 fiiggetlen a P pont helyzetétdl, tehét, ha p2-tel

jeloljiik, akkor a metszésvonal egyenlete (,szimptémaja”):

PM?=4?-MH - MK. (3)

Bar a 2. dbrén a 1. dbra bal oldali részabrajanak megfelel6 eset (ellipszis) lathato, de a fenti
levezetés a 1. dbran lathat6 kozépso esetben is (hiperbola) sz6 szerint ugyanez. A (3) szimptémat
a két esetben kiilonbo6z6 alapfeltevés mellett kell vizsgalni: az egyikben M a HK szakaszon, a
mésikban csak a HK szakaszon kiviil lehet, illetve M mindkét esetben megegyezhet a H, K
pontok barmelyikével.

G C B C G B
5.1M.3. abra.

Ha az 1. dbra jobb oldali esete valésul meg, akkor a 3. abra jobb oldali részabrajat vizsgaljuk.
Itt KM és AC parhuzamosak, igy a 4. 6sszefliggések megfeleléi most

EM  BG

DM = — =
G, UH - CH (4)
ezért a PM? = DM - M E magassagtételt is figyelembe véve
CG- BG
PM?*=MH - ————.
CH (5)
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A gggg = 2 tényezé fiiggetlen a P pont helyzetétdl, tehdt, a metszésvonal egyenlete:

PM? = y*- MH, (6)
ami valéban parabola egyenlete.

5.2. Alapozzunk a megoldast az 5.1M megoldasra. Ott lattuk, hogy ha e az alapkdr sikjanak és
a metszési siknak a metszésvonala, K H a metszet egy atméréje, amelyet a metszet P pontjabol
e-vel parhuzamosan bocsdjtott egyenes M-ben metsz, akkor

CG- BG

2_ . - —_—
PM? = MK - MH -~ (1)

Itt nem részletezziik annak indoklasat, hogy az 1. Gsszefiiggés pontosan akkor kor egyenlete,
hogy e merétleges H K-ra és
CG-BG=GK - -GH. (2)

A merdlegességi feltétel azt jelenti, hogy a metszd sik szimmetrikus a kip A csticsan dthalado,
a k alapkor sikjara most meréleges sikra. A metszésvonal tehat az a HK atmérdji kor, amely
meréleges a szimmetriasikra (egy ilyen kor van).

a) Kormetszet konstukciéjahoz kiindulunk az alapkér BC' atmérdjébél, majd a BC' egyenesen
felvesziink egy tetszlleges, de B-t6l és C-t6l kiilonb6z6 G pontot; az alapkorre merdleges, a BC
egyenesre illeszkedd A sikon felvesziink egy G-t tartalmazé, de BC-t6l kiillonbozé GK egyenest
és azon a H, K pontokat a (2) reldciénak megfeleléen. Ebben még azt is figyelembe kell venni
(lasd az 5.1M megoldas esetszétvalasztast bemutat6 abrajat), hogy G pontosan akkor van B és C'
kozott, ha H és K kozott van. Azt is mondhatjuk, hogy H a B, C, K pontokon athalad6 kor és a
GK egyenes metszéspontja, hiszen a (2) egyenlet G-nek erre a korre vonatkozé hatvanyat fejezi ki
kétféleképpen. A keresett kip A csiicsa a BK, CH (vagy a BH, CK) egyenesek metszéspontja.

b) Tekintsiik az alapkort és a K pontot is tartalmazé g gombot. A 2. dsszefliggés a G pontnak
erre a gombre vonatkozé hatvanyat fejezi ki kétféleképpen, tehdt H is illeszkedik g-re. A HK
egyenesre illeszkedd, a szimmetriasikra merdleges sik a g gdmbbdl egy kort metsz ki, ami tehat
sziikségképpen megegyezik a vizsgalt metszésvonallal.

5.3. b) Legyen a k kor t-re merSleges atméréje BC, a BC egyenes és t metszéspontja T
A keresett mértani hely a BC-re illeszkedd, az alapkorre merdleges A sikban taldlhaté r =
=+TA-TB sugaria T kozéppontu kor, kivéve e kor BC' egyenesre illeszkedd pontjait.

5.1.

1. megoldas. Az 1. 4brdn az ey, eg, e3, e4 egyenesek alkotta négyoldal e;, e; egyeneseinek
metszéspontjat jelolje P, a PiaP34 egyenesnek a Pi4P»3 egyenessel valo metszéspontjat U, a
Pi3 Py, egyenessel valé metszéspontjat V. Az UV egyenes a teljes négyoldal egy atléja, rajta U
és V az atléspontok.

Az aldbbi kettosviszonyok egyenlék, mert a jeldlt pontbdl egymasba vetithetok a pontnégye-
sek:

P P
(PraP3yUV) 2 (PryPosUW) 2 (P3y, PoUV).

2. megoldas. Ha atvetitjiik a sikot egy masik sikba gy, hogy a P14 P»3 egyenes az idedlis egye-
nesbe képzédjon, akkor a Py Poy P10 P13 négyszoghdl paralelogramma lesz és azt kell bizonyitani,
hogy a P34 P9 atlot felezi a Poy P13 atl6. Ez nyilvanvalo.

5.3.
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5.1M1.1. abra.

1. megoldas. A w leképezés fixpontjai az X =enN f, Y = 0102 N e pontok.
(XYAP) = (XYBP') £ (XY AP"),
igy P = P.

2. megoldas. Vetitsiik a4t a sikot gy, hogy az O; pont és az X = eN f pont a végtelenbe
keriiljon, tehat az e, f egyenesek illetve az AAy, BB egyenesek parhuzamosak legyenek. Kon-
nyl megmutatni, hogy a m transzformacié az 4j sikon az AB szakasz felezOpontjara vonatkozo
kozéppontos tiikrozés.

5.4. Egyrészt (A¢(A)B(B)) 2 (8(A)Ad(B)d(4(B))), méstészt (ABCD) = (BADC), igy

(A9(A)B(B)) = (#(A)A(B)B), igy ¢(6(B)) = B.

5.5. b) Legyen P3 = Py A13 N PyAsz, Py = PiA14 N PyAsgy, igy mindegyik feltétel teljesiil. A Ps,
P4 pontok barmelyike lehet idedlis is, tehat a Py P, P3Py négyszog esetleg elfajul.

5.5M.2. abra.

c) Legyen PPy N P,P; = X (lasd a 2. abrat). Vetitsiik az a egyenest P-b6l Py Py-re, majd
azt P3-bdl vissza a-ra:

(Ag3A14A12A24) e (XA P Py) & (Ag3A14A13A34).

17A



5. Projektiv geometria Megoldasok

A bal oldalon taldlhat6 kettésviszony meghatarozott, a jobb oldali kettOsviszonyt adé elsé harom
pont rogzitett, igy a negyedik, A3y is meghatarozott.

5.6. a) Legyen Py = a4 Nagy és legyen P az aj4 egyenes tetszbleges, de Py-t6l kiilonbozo és
a -ra nem illeszkedd pontja. Legyen a2 = P1A12 és P2 = a12 N agy, 23 = P2A23, aiz = P1A13,
végill P3 = ai3a93. Konnyl ellendrizni, hogy az igy kapott Py, P», P3, Py pontnégyes teljesiti a
feladat feltételeit.

b) Az 5.5. feladat allitdsa szerint Asy rogzitett, igy Py = ajq N agy révén az agy = PyAsy
egyenes is fix, ezen van Ps. Itt lényegében béarhol lehet, mert az a)-ban leirt szerkesztés P € aqy
kezdeti felvétele helyett P53 € asgq kezdeti felvételével is elmondhaté.

5.7. Az 5.5. feladat allitasara vezetjiik vissza a feladatot. Ebbél a célbdl atbetiizziik az abrat:
A =Py, Ay = Py, By = P, B, = P3, C1 = Py, Cy = P,
mig P, = A1As N B1 By és

P,Pj = a;j, P[P} = aj; (1<i<j<4),

tovabba
A1B1NA3By = ag3N a’23 = Aog,
A1C1NACy = agu N a’24 = A24,
A23A24 = a.

Ha a két haromszog pontra nézve perspektiv, akkor P, € C1Cs és igy a
PPiNa=a;Na= A (1<i<j<4)

és a

P/PNa=aj;Na=A}; (1<i<j<4)
pontok megegyeznek egymaéssal a hat esetbdl 6t esetben, csak Asy és A5, egybeesése nem ad6dik
a feladat feltételeibdl illetve a fenti definiciokbol. Az 5.5. feladat allitdsa szerint azonban az elsé
ot pont egybeesésébél Asy és Al egybeesése kovetkezik, azaz B1Cy és BoCh az a egyenesen
metszik egymést. Ezt kellett igazolnunk.

Ha a két hdromszog egyenesre nézve perspektiv, akkor B1C1 N BoCy = P3Py N PPy € a és
igy a fenti A;;, Agj pontok megegyeznek egymaéssal 6t esetben, csak A4 és A}, egybeesése nem
adodik a feladat feltételeibdl illetve a fenti definicidkbdl. Az 5.5. feladat allitasa szerint azonban
ot pont egybeesésébdl A1y és Al egybeesése kovetkezik, azaz P1Cy és PyCs az a egyenest a kozos
Aqq = Al pontban metszi, tehat Cy és Cy is a P;Aq4 egyenesen van. Ezt kellett igazolnunk.

5.9. Jeldlje az AB oldalegyenes idedlis pontjat I, a beirt kor és az AC' oldal érintési pontjat H.
Azt szeretnénk megmutatni, hogy D a KL szakasz felezépontja, azaz (KLDI) = —1. Az AB
egyenest F-bdl a beirt korre vetitjiik, majd a beirt kort A-bol 6nmagara vetitjik:

(KLDI) £ (FGDH) £ (GFDH). (1)

Maésrészt algebrai azonossig szerint (GFDH )

L igy az 1 kett8sviszony értéke (—1),
ahogy azt allitottuk is.

_ 1
~ (FGDH

5.2. Lasd [11][1968/9/30.0., P. 3.]

5.3. a) A szabdlyos 13-sz6g csticsai kozott Osszesen hatféle hosszusag fordul eld, igy legfeljebb
négy cstics vilaszthaté ki, hiszen (3) = 6 < (%), ha 4 < n. Négy cstics kivilaszthat6, pl a csticsok
egy koriiljaras szerinti sorszamai: 0, 1, 4, 6.

b) Igen. Pl. a cstcsok sorszamai: 0, 1, 4 illetve 0, 2, 7.
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Megoldasok 5. Projektiv geometria

5.6. a) b= A((k%).
2

d) Szdmoljuk Ossze kétféleképpen azokat a blokkparokat (egyenesparokat), amelyeknek van
koz6s eleme (metszéspontja).

Egyrészt b blokk van, igy a metsz6 parok szdma legfeljebb (;’), és ha ennyi metszd par van,
akkor barmely két blokk metszi egymast, igy a blokkrendszer projektiv sikot.

Mésrészt egy pontban r egyenes taldlkozik, tehat pontonként () partaldlkozas van, Osszesen
pedig v(3). Ha a kétféle szdmoldst osszevetjiik és felhasznéljuk az a), b) feladatrészben kapott

osszefiiggéseket és dtszorzas utan egyszeriisitiink a (v — k) > 0 tényezével, akkor a kivint egyen-
16tlenséghez jutunk.

e) Igaz.
f) Az alabbi tdblazat a lehetséges eseteket foglalja Gssze. A tabldzat egy-egy oszlopaban egy-
egy lehetséges v értéket (pontok szadma) vizsgalunk, 6 ponttol 31-ig.

6 | 71819101112 (13|14 |15 |16 | 17 | 18
15 | 21 | 28 | 36 | 45 | 55 | 66 | 78 | 91 | 105 | 120 | 136 | 153
3ls| - |1 |-|2]-|X]| - 3|1 -14]-|1X]-
416 | - | X| -] - | X | - - 110 - - 11 - -
S5|lw| - | - |- |X]| - - - X - - - X | -
6|16 -|-|-1]-|X]| - - - - 17 - -
19 120 |21 |22 (23|24 |25|26 |27 |28 29|30 |31
171 | 190 | 210 | 231 | 253 | 276 | 300 | 325 | 351 | 378 | 409 | 435 | 462
31s ]| 5| - 6 | - | X | - 7| - 8| - | X | - 9
416 | X | - - X | - - |12 ] - - |13 - -1 X
9| 10| - - |14 - - - |15 - - - | X ] - -
6|15 - - 18] - - - - X | - - - - 119

Egy-egy sor a blokk egy-egy lehetséges méretének felel meg 3-t61 6-ig. A -7 jelet tettiik egy
mezGbe, ha a (k—1)|(v — 1) feltétel miatt kiesik az a lehetdség, mig ,X” mutatja, hogy a (5)[(%)
feltétel az akadaly. A megmaradt helyekre egy-egy szamot, az eset sorszamat irtuk, késébb
eszerint vesszilk végig a lehetéségeket. A tablazatbodl kimaradtak a 6-nél hosszabb blokkoknak
megfelel6 esetek, de ezeknél minden eset kizarhato az emlitett két feltétel miatt. 6-nal kevesebb
ponttal nincs nemtrivialis blokkrendszer.

A tablazatbdl kiolvashaté esetek:

1. eset: (7,3,1) - a kételemil test feletti projektiv sik, a Fano sik. Jelben: PG(2,2).

2. eset: (9,3,1) - a hdromelemi test feletti affin sik. Jelben: AG(2,3).

3. eset: (13,3,1), r = 6, b = 26. Vegyiink egy szabdlyos 13-szoget és csticsai koziil két harom-
szoget, melyek Osszesen hat oldala mind kiilonb6z6 hosszi. Legyenek a blokkok ezek a harom-
szogek és elforgatottjaik.

4. eset: (15,3,1), r = 7, b = 35. Legyenek a pontok egy teljes hatszog-graf élei. Harom él
tartozzon egy blokkba, ha haromszoget alkot vagy ha hat kélonbo6z6 végpontja van.

5. eset: (19,3,1), r = 9, b = 57.Vegytnk egy szabdlyos 19-szoget és csicsai koziil harom
haromszoget, melyek 6sszesen kilenc oldala mind kiilonb6z6 hossz (a csicsok sorszamai lehetnek
pl0, 1,5 és 0, 2, 8 illetve 0, 9, 12). Legyenek a blokkok ezek a haromszogek és elforgatottjaik.

6. eset: (21,3,1), r = 10, b = 70. Vegyiink harom Fano sikot: Py, Py, ..., Ps, Qo, Q1, - - ., Qs,
Ry, Ry, ..., Rg. A blokkok &lljanak egyrészt azokbdl a harmasokbdl, amelyek betiijele azonos

és sajat projektiv sikjukon egy egyenesen vannak, mésrészt azokbdl, amelyek harom kiilonbo6z6
betiit tartalmaznak és indexeik Gsszege O-val kongruens  (mod 3).
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6. A gomb geometridja Megoldasok

7. eset: (25,3,1), r = 12, b = 100. Vegyunk egy szabdlyos 25-szoget és csticsai koziil négy
haromszoget, melyek Gsszesen 12 oldala mind kiilonb6z6 hosszi. A csicsok sorszamai lehet-
nek pl (0, 1, 6), (0, 2, 9), (0, 3, 11) és (0, 4, 11). Legyenek a blokkok ezek a hiromszogek és
elforgatottjaik.

8. eset: (27,3,1), r = 13, b = 117. A héromelemi test feletti affin tér: AG(3,3). Masképp:
Vegyijnk harom AG(Z,?)) sikot : Po, Pl, ooy Pg, Qo, Ql, ey Qg, Ro, Rl, ooy Rg. A Dblokkok
alljanak egyrészt azokbdl a harmasokbdl, amelyek betiijele azonos és sajat affin sikjukon egy
egyenesen vannak, masrészt azokbdl, amelyek harom kiilonb6z6 betlit tartalmaznak és indexeik
osszege 0-val kongruens  (mod 3).

9. eset: (31,3,1), r = 15, b = 155. Vegyiink egy szabdalyos 31-szoget és cstcsai kozil 6t
haromszoget, melyek 6sszesen 15 oldala mind kiilénb6z6 hosszii. A csicsok sorszamai lehetnek
pl (0, 1, 5), (0, 2, 16), (0, 3, 11), (0, 6, 13) és (0, 9, 19). Legyenek a blokkok ezek a haromszogek
és elforgatottjaik.

10. eset: (13,4,1), r =4, b = 13. PG(2,3)

11. eset: (16,4,1), r =5, b = 20. AG(2,4)

12. eset: (25,4,1), r =8, b =100.77

13. eset: (28,4,1), r =9, b=126.77

14. eset: (21,5,1), r =5, b = 21. PG(2,4).

15. eset: (25,5,1), r =6, b = 30. AG(2,5).

16. eset: (6,6,1), r =1, b = 1. Trividlis dizdjn, egy halmaz és egyetlen részhalmaza, 6nmaga.

17. és 18. eset: A d) feladatrész eredménye miatt nem létezik.
19. eset: (31,6,1), r = 6, b = 31. PG(2,5).

6. A gomb geometriaja

6.1. Legyen az A pont merdleges vetiilete az O BC sikon D, D mer6leges vetiilete az OB, illetve
az OC egyeneseken rendre E és F. Ekkor AE meréleges OB-re, AF pedig OC-re (lasd az 1.
abrat).

6.1M.1. 4bra.

Ebbdl kévetkezben az AE és E D egyenesek parhuzamosak az ABC' gémbharomszog c, illetve a
oldaldnak B-beli érint8jével. Igy AED/ = 3. Hasonléan AF D/ = ~. Tehat az ADE derékszogii
haromszogben sin 3 = AD/AE, az ADF derékszogii haromszoghen siny = AD/AF. Ezért
sinf:siny = AF : AE. AOBZ = ¢ miatt az AOFE derékszogli haromszogben sinc = AE/AO =
= AF, mivel egységsugaru gémbot vizsgalunk. Hasonldéan, AOC'Z = b miatt az AOF' derékszogii
haromszogben sinb = AF/AO = AF. Tehat sinb : sinc = AF : AE =sin 3 : sin~y. A tétel t6bbi
része hasonléan bizonyithato.
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Megoldasok 6. A gomb geometridja

6.2. Legyenek a gdbmb O kozéppontjabdl a hdromszog A, B, C' cstcsaiba mutatd vektorok a, b
és c. Legyen tovabba vy, az az egységvektor, mely a gombharomszog AB oldalszakaszanak A-beli
érintéfélegyenese irdnyaba mutat. Hasonléan vegyiik fel az AC' oldalszakaszt A-ban érinté v,
egységvektort is.

6.2M.1. abra.

Ekkor a b vektor az a vektor ¢ szoggel valé elforgatottja a rd meréleges vy, vektor felé. fgy a
szogfiggvények definicibéja értelmében

b = cosca + sin cvy,.

Hasonlé médon, a ¢ vektor az a vektor b szoggel val6 elforgatottja a ra merdleges v vektor felé,

1gy
c = cos ba + sin bve.

A két vektoregyenletet skaldrisan Osszeszorozva:
bc = (cos ca + sin cvy ) (cos ba + sin bv).

A b és c egységvektorok szoge a, ezért az egyenlet bal oldaldn cosa szerepel, a jobb oldalon
pedig kibonthatjuk a zardjelet:

cosa = cos bcos ca? + cos ¢sin bav + sin ¢ cos bvpa + sin bsin cvp ve.

Az a vektor meréleges vi-re és ve-re is, ezért az ezekkel vald skaléris szorzata 0, a vy, és a ve
egységvektorok szoge pedig «, ezért a skalaris szorzatuk cos . Tehat

cos a = cos b cos ¢ + sin bsin ¢ cos a.

6.3. Ha az oldalakra vonatkozo6 koszinusztételbe behelyettesitjiik a cos @ > —1 egyenlotlenséget,
akkor a kovetkezot kapjuk:

cosa > cosbcos ¢ — sin bsin ¢ = cos(b + ¢).

Mivel 0 < a < 7, 0 < b+ ¢ < 27 illetve cosa = cos(2m — a) és a koszinuszfliiggvény szigortian
monoton csokken a [0;7] intervallumon, a [m; 27] intervallumon pedig szigorian monoton nd,
a fenti egyenldtlenség csak tgy teljesiilhet, hogy b + ¢ értéke a és 2w — a kozott van, tehét
a <b+c<2m —a. Ebbdl egyrészt a < b+ ¢, méasrészt a + b+ ¢ < 2.
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6. A gomb geometridja Megoldasok

6.4. Legyenek az ABC gombharomszog poldrisanak csicsai A*, B* és C*, a gomb kozéppontja
pedig O. Definici6 szerint OA merdleges OB™-ra és W -ra is, tehat OA az OB*C* sik egység-
normélisa, tovibba az AA* gombi szakasz hossza nagyobb 7/2 -nél, ezért OA az OB*C* sik
A*-ot nem tartalmazé félterébe mutat. Igy A** = A. Hasonléan beldthat6, hogy B** = B és
C** = C, igy az A*B*C* gombharomszog polarisa az ABC gémbharomszog.

6.5. Az AB*C* gombharomszog egyenl6 szart, hiszen AOB*/ = AOC*/ = /2 miatt az AB*
és AC™* oldalszakaszok negyedkordk. A merdlegességek kovetkeztében az AB*, illetve AC* ivek
A-beli érinté egységvektorai az OB*, illetve OC* vektorok, igy a B*AC™* gbmbi szog nagysaga
megegyezik a B*OC™ euklidészi sz0g nagysagaval, azaz a*-gal.

Az AB* és AC* ivek B*—, illetve C*-beli érint6 egységvektora az OA, ami meroleges az OB*
*xC* sikra, igy AB*C*/ = AC*B*/ = 7/2. Hasonléan lathatd, hogy az AC*B és az AB*C
gombharomszogek is egyenld szartak, és az A-ndl 16v6 szogik derékszog (hiszen az A*B*C*
gombharomszog polarisa az ABC gdmbharomszog).

Ezek szerint az A csticsndl 1év6 teljes gdmbi szoget az AB, AC, AB*, AC* szakaszok két derék-
szogre, egy « nagysagu és egy a* nagysagu szogre osztjak. Ebbol kovetkezéen o 4+ a* = 7. Ha-
sonléan belathatd, hogy 5 4 b* = v+ ¢* = 7. Az is igaz, hogy a polaris gdmbharomszog szogeit
az eredeti gdbmbharomszog meglel6 oldalaival 6sszeadva szintén n-t kapunk, hiszen az A*B*C*
gébmbharomszog polarisa ABC.

6.6. Az A*B*C* polaris gbmbharomszogre az oldalakra vonatkozd koszinusztételt felirva a
cosa™ = cos b* cos ¢ + sin b* sin ¢* cos a*
egyenléséghez jutunk. Felhasznalva, hogy ¢* =m—a,b* =71 —5,c*=n—vyésa*=nm—a:
cos(m — a) = cos(m — ) cos(m — ) + sin(m — ) sin(m — 7y) cos(m — a)

— cosa = cos B cos~y — sin B siny cos a
cos @ = — cos 3 cosy + sin [ sin y cos a.
6.7. Tekintsiik azt a gombharomszoget, amelynek csticsai Budapest(B), New York(NN) és az
Eszaki-sark(E). Legyen EB = b, EN = n és BN = d. Tudjuk, hogy b = 90° —47.5° = 42,5° n =
= 90° — 41° = 49° illetve BEN/Z = 19° + 74° = 93°. Az oldalakra vonatkozé koszinusztétel
alapjan
cosd = cosbcosn + sinbsinn cos BEN Z

cosd = cos 42,5° cos 49° + sin 42,5° sin 49° cos 93°
cosd ~ 0,457.

Innen
d ~ 62.81° ~ 1,096rad.

Tehat a Budapest-New York tavolsdg megkozelitoleg 1,096 - 6378km ~ 6991km.

6.8. Bocsdssunk merdlegest Oslobol(C) az Egyenlitére! Legyen a talppont B (keleti hosszusag
11°), a keresett varos pedig A. Az ABC gémbharomszog oldalaira és szogeire a szokasos jeloléseket
hasznaljuk. Tudjuk, hogy 8 = 90° és azt is, hogy v = 90°, hiszen az a oldal észak-déli, a b oldal
pedig kelet-nyugati irdnyi. A szdgekre vonatkozo koszinusztételbdl

cos a = — cos 90° cos 90° + sin 90° sin 90° cos a,
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18y
COS ox = COS a,

amibdl a feltételeket figyelembe véve kovetkezik, hogy o = a. Igy a szinusztétel alapjan v = ¢,
azaz ¢ = 90°. Tehat a keresett egyenlit6i varos a nyugati hossztsag 90° — 11° = 79°-an fekszik,
igy az Ecuador févarosa, Quito.

6.9. Tekintsiik azt a gémbharomszoget, amelynek csticsai Budapest (B), London (L) és az
Eszaki-sark (F). Legyen EB = b, EL = [ és BL = d. Tudjuk, hogy b = 90° — 47,5° = 42,5°,] =
= 90° — 51,5° = 38,5° illetve BEL/ = 19°. Az oldalakra vonatkozé koszinusztétel alapjan

cosd = cosbcosl + sinbsinlcos BEL/
cosd = cos42,5° cos 38,5° + sin 42,° 5° sin 38,5° cos 19°
cosd ~ 0,975,

amibol

sind = /1 — cos?d ~ 0,224.

A szinusztételt felhaszndlva
sin EBL/ = sinbsin BEL//sind

sin EBL/ = sin 42,5° % sin 19° /0,224
sin EBL/ ~ 0,983.

Innen EBL/Z =~ 79,5°. Tehat a repiilének az északi irdnnyal megkdzelitoleg 79,5°-ot bezéarva kell
elindulnia.

6.10M.1. abra.

6.10. Legyenek a géombharomszog csucsi A, B,C, a gémb kozéppontja O. Legyen az AB iv
felez6pontja F|, az AB szakaszé G. Az O, G és F pontok egy egyenesen vannak. A gdbmbhéaromszog
C-bél indulé stlyvonala az az v, amit a gombfeliiletbdl az OC'F stk kimetsz. Ez a stk ugyanakkor
az ABC sikhdromszoget is a C-hez tartoz6 stulyvonaldban (C'G) metszi. Hasonléan lathatjuk,
hogy az ABC gémbharomszdg méasik két silyvonaldnak sikja az ABC' sikhdromszoget a masik
két silyvonaldban metszi. Mindharom stlyvonal sikja illeszkedik tehat az ABC sikhdromszog
sulypontjara, tehat egy egyenesre illeszkednek. Ez pedig azt jelenti, hogy a gombharomszog si-
lyvonalai is egy ponton mennek at, amely nem més, mint a sikhdromszog stulypontjanak vetiilete
a gombfeliiletre.

1R9



6. A gomb geometridja Megoldasok

6.11. a) Egy gombkétszog cstcsai atellenes pontok, mivel csak ekkor hizhaté koztiik tobb
egyenes. Ezért ha a gbmbkétszog szoge a, akkor a teljes gdmbfeliiletnek az o /27m-ed részét foglalja
el, tehét a tertilete: 47 * a/2m = 2.

b) A gémbharomszog oldalegyenesei egymdast a gdombharomszogben és az atellenes gomb-
haromszogében fedé gombkétszogekre osztjak a gombfeliiletet. Ezek koziil kettd (egyméssal atel-
lenesen elhelyezkedd) szoge a, ketté szoge 3, kettd szoge pedig «y. (lasd az 1. abrat).

6.11M.1. 4bra.

Ha ezeknek a teriiletét 6sszeadjuk, akkor majdnem a teljes gémbfelszint kapjuk, csak éppen
a gémbharomszog teriiletét (7") hatszor szamoltuk (héromszor az egyik, haromszor a méasik
oldalon), tehat néggyel t6bbszor, mint ahdnyszor kellene. Igy a teljes gombfelszin:

4 = 2200+ 206 + 27y) — 4T,

amibdl
AT =4(a+ B +y) — 4w

T=a+pB+~vy—m.

6.12. Mivel a keresett mértani hely szimmetrikus az AB egyenesre, elég a gombnek csak az
egyik felét vizsgdlnunk. Legyen az A pont 4tellenes pontja A’, a B-é B’. Be fogjuk bizonyitani,
hogy a megfelel6 C' pontok mértani helye a félgombon egy olyan koriv, amelynek végpontjai A’
és B'.

Legyen C' a koriv tetszbleges A'-t6] és B’-t6l kiilonbozd pontja. Tudjuk, hogy az A,C, A’, a
B,C, B, illetve az A, B, A’, B’ pontok egy egyenesen vannak. Emiatt B’A'C /(= o) = BPACZ =
=n1—BAC/Z=7m—-a,AB'C/L(=p)=ABCL=7n—ABCZ = 7 — 3, valamint A'CB’/(=
=1+') = ACBZ = ~. Ezek szerint az ABC haromszog teriilete

a+pB+y-—r=a—-d+n1-F+v -na=1-("+5 -7

Ez pedig akkor dllandd, ha o + ' — +' éalland6. Tehét azt kell igazolnunk, hogy a gombon
adott A’, B’ pontokhoz azon C pontok mértani helye az egyik félgombon, amelyekre B'A'C/ +
+ A'B'Cz — ACB'/ 4llandd, egy A’ és B’ kozott hiazédo koriv. Ez az allitas az euklidészi
geometridban is igaz (ott az egyik félgomb helyett az egyik félsikot vizsgaljuk), és a bizonyitdsa
is ugyanigy elmondhaté:

Legyen a koriv (gombi) kozéppontja O. Ha O az A’ B’'C héromszog belsejében helyezkedik el,
akkor

o +5 -+ =(BAOL+0ACL) + (ABOL+0OBCL)— (OCA'/+OCB'/) =
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Megoldasok 7. A hiperbolikus stk Poincaré-modellje

=B'A0/+ A'B'O/

(hiszen az OA'C és OB'C héromszogek egyenld szariak), ami pedig fiiggetlen attdl, hogy a
C pont hol helyezkedik el a koriven. Ha O az A'C vagy a B'C szakaszon van, akkor konnyen
belathatd, hogy o + ' — +/ szintén B’A'O/ + A'B'O/-gel egyenls. Ha pedig O az A’B'C
haromszogon kiviil van, akkor szintén

o +p -+ =BA0L+0ACL) + (ABOL—-0BCt)— (OCA'ZL -~ 0OCB'2) =
=B'A0s+A'BOZ.
Ezzel az allitast bebizonyitottuk, tehat a kersett C' pontok mértani helye az egyik félgbmbon
valéban egy A’ és B’ kozott hizodo koriv, igy a teljes gombon egy korivpéar. (Més helyeken

1év6 C pontok biztosan nem felelnek meg a feltételnek, hiszen kénnyen belathatd, hogy akkor az
ABC haromszog teriilete vagy nagyobb, vagy kisebb lesz.)

7. A hiperbolikus sik Poincaré-modellje

8. Specialis gorbék

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldast.

9. Vegyes feladatok
9.2.
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9. Vegyes feladatok Megoldasok

1. megoldas. A bizonyitdst az alabbi Lemmara alapozzuk.

Lemma A kxyy, kxyy korok pontosan akkor érintik egymaést U-ban, ha
XYU<+UY'X'«=XUX'< (mod 180°). (1)

Ezt a lemmat a G.I1.6.5. feladat G.I1.6.5M2 megoldasaban mar hasznaltuk és igazoltuk is.
Most a kapp, kcpp korok P-ben érintik egymast, tehéat

CDP<+ PAB< = CPB< (mod 180°). (2)

és azt szeretnénk igazolni, hogy a kagp/, kcpp: korok P’-ben érintik egymést, tehat

CDP'<+ PAB<=CP' B« (mod 180°). (3)
Vegylik észre, hogy
CDP'«=CDP<+ PDP'< (mod 180°), (4)
mig
P'AB< = PAB< — PAP'<  (mod 180°), (5)
és a kDPP’A korben
PDP'a«=PAP'< (mod 180°), (6)

igy (4), (5) és (6) osszege (2) figyelembevételével épp a bizonyitandé (3) Gsszefiiggést adja.

2. megoldas. Az Allitds P centrumt inverziéval igazolhaté. Ilyen inverzional a kapp, kopp
korok képei parhuzamos egyenesek, tehat az A, B, C, D pontok A*, B* C*, D* képei trapézt
alkotnak, melyben A*B* és C*D* az alapok, P"* pedig az 4tlok vagy a szérak egyeneseinek
metszéspontja, igy a kappr, kcppr korok képei valdban érintik egymdst P’ képében, hiszen
onnan egymasba nagyithatok.

9.3.

1. megoldas. Legyen az A kozépponti AC sugari és B kézépponti BC sugari korok maéasik
metszéspontja O pont.

Els6 észrevételiink, hogy az A, M, L illetve a B, M, K pontok egy-egy egyenesre esnek. Amen-
nyiben a feladat allitasa igaz, gy az M kozépponti M K sugart kor beliilr6l érinti a ka, kp
koroket. Az allitdst tehat atfogalmazhatjuk tgy, hogy tetszlleges olyan korre, amely belilrdl
érinti a ka, kp koroket és érintési pontja k4-val K pont, kp-vel L pont, teljesiil, hogy a BK és
AL egyenesek X metszéspontja a két kor kozos C'O hurjara esik. (Lasd az 1. abrat!)

Alkalmazzunk O koézépponti kérre vonatkozo inverziot! Az OC egyenes dtmegy az inverzid
centrumdn, tehat a C pont képe az OC félegyenesre esé C’ pont. Mivel a k4 és kp korok
dtmennek az inverzié centruman és egymaést merolegesen metszik, ezért képiik két egymasra
merdleges egyenes, amelyek metszéspontja a kozos C' pont C’ képe. Az M kozépponti MK
sugart k kor nem megy 4t az inverzié centrumén, ezért képe k' kor, amely érinti a ky és kp
korok képeit. Ez tehdt egy olyan kor lesz, amely K’ és L' pontokban érinti a k/; és k’y egymadsra
merdleges egyeneseket. Azon fog milni a bizonyitds, hogy a C'L’, C' K’ szakaszok a k’ kor érintdi,
tehat egymassal egyenld hosszisiguak. Alabb ezt a kozds hosszt u jeloli.

Az AK és BL egyenesek nem mennek at az inverzié O kozéppontjan, igy képiik egy-egy O-n
atmend kor lesz. Az AK a képe atmegy az A’, K', O pontokon, a BL egyenes V' képe pedig az
L', B’, O pontokon. (Lasd a 2. abrét!)

Azt kell igazolni, hogy X' rajta van a C'O egyenesen.
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Megoldasok 9. Vegyes feladatok

9.3M1.1. abra.

Ehhez felhasznéljuk a kovetkezo ismert feladat eredményét. Legyenek P és @ a sik rogzitett
pontjai. Azon R pontok mértani helye a sikon, amelyekre PR? — QR? egy elére adott allando,
PQ-ra meroleges egyenes.

Ennek megfeleléen legyen most a feladatunkban P = O, az a’ kor, Q = O, pedig a b’ kor
kozéppontja. Az A’O szakasz felez8pontja rajta van k/; egyenesen, mert éppen az O pont A-ra
vonatkozé tiikorképének inverz képe. Igy a kordk merélegessége miatt O, a Ky egyenesre, mig
Oy a k'y egyenesre illeszkedik.

A korok metszéspontjai O és X', tehdt O, X"? — 0,X"? = 0,0? — 0,0?. Most O helyett
valaszhatjuk a korok egy-egy kiilonb6z6 pontjat.

0,0% — 0,0 = 0,L" — OyK"? = 0,C" + u? — (0,C" + u?) = 0,C™ — 0,C".

Tehat X', C’, O egyenesen vannak, ennek megfeleléen C, 0, X is egy egyenesen vannak. Az &l-
litast igazoltuk.

2. megoldas. Legyen abrank betiizése az els6 megoldas szerinti. AZ AX félegyenes a kp kort
mésodszor a K’ pontban, BX félegyenes a k4 kort masodszor az L’ pontban metszi. (Lasd az 1.
abrat!)
A KK’ és CO hurok metszéspontja a kg korben az X pont. Ezért az X pontra vonatkozo
hatvany ebben a kérben
KX - XK' =CX-XO.

Miésrészt a kg korben LL' és CO hiirok metszéspontja szintén X pont. Az X-re vonatkozo
hatvany ebben a kérben
LX -XI'=CX-XO.

Latjuk, hogy
KX XK' =LX- XL,
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9. Vegyes feladatok Megoldasok

9.3M1.2. 4bra.

tehdt a K, L, L', K’ pontok egy koron, a k koron helyezkednek el. Az A pont k korre és kg korre
vonatkozé hatvianya megegyezik, tovabba a k4 és kp korok merdlegessége miatt AC érinti a kp
kort. Ezek alapjan

AK - AK' = AC? = AL?,
tehat AL érinti a k kort. Hasonléan igazolhatd, hogy BK érinti a k kort. A két érinté met-
széspontjabol, M-bol a k korhoz hiazott két érintészakasz MK és M L egyenlok.

9.4. Legyen kq, ko ill. k3 kézéppontja O1, Os ill. O3. Meg fogjuk mutatni, hogy ha e; NeaNeg =
= FE és fi1 N faN f3 = F kozil barmelyik 1étezik, akkor a masik is 1étezik és egymds izogondlis
konjugaltjai az 010203 haromszogre vonatkozoban.

Tegyiik fel pl., hogy E létezik és jelolje az EO1, EOo, EO3 egyeneseket t1, to, t3, az 0903,
0301, 010, centralisokat wuy, ue, ug, az 010203 haromszog szogfelezbit vy, ve, vs (lasd az 1.
abrat). Alabb az e egyenes t tengelyre vonatkozo tiikorképét ¢(e) jeloli. Tehat a szimmetria miatt
pl.

vl(u2) = us, UQ(Ug) = Uui, Ug(’u,l) = us. (1)
Meg fogjuk mutatni, hogy az
ui(er) = fi,  wale2) = f2,  ws(es) = Jf, @)
vi(t) = 71, va(tz) = T, v3(ts) = T3

hat egyenes mind egy ko6z0s ponton halad at, s6t kicsit tobb is igaz, fi, fo, f3 paronkénti
szogfelez6i a 11, 79, T3 egyenesek.
Az alabbi osszefliggéseket hasznaljuk fel:

Lemma 1. Ha a v, t, 7 egyenesekre v(t) = 7, akkor a 7-ra vonatkozé tiikriizés, mint transz-
formacié igy irhaté: 7 =votow

Lemma 2. Ha ¢, u, v koz0s ponton atmend tengelyek, akkor tovouot =wuow.

Eszrevétel 1. Mivel t;, ty és t3 metszéspontja E, igy (2) masodik soranak egyenesei az E
pont 010203 haromszogre vonatkozé izogonalis konjugéltjdban (ldsd a G.II1.11.12., G.II.16.1.
feladatokat) metszik egymast.
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Megoldasok 9. Vegyes feladatok

9.3M2.1. 4bra.

Adott pontbél adott ciklushoz hizott két érinté (antiérinté) szimmetrikus a pontot a ciklus
koézéppontjaval 6sszekotoé egyenesre, igy

tl(eg) = €9, t3(62) = €1, tg(el) = €3. (3)

Ebbdl, a fenti lemmakbol és (1)-bol kovetkezik, hogy

n(fe)=fs,  m(fs)=rfi, () =f (4)

hiszen pl
Tl(fQ) =wv;ot;o Ul(fg) =vjotiow;o ’U,Q(GQ) =

=110 tl OvV1 OUg O tl(eg) = V1 0U2 © 01(63) = U3(63) = f3.

Ez azt is jelenti, hogy fo, f3 és 71 egy ponton megy at, sét f3, fi és 7o, valamint fi, fo és 73 is egy
ponton megy at. Ha ez a harom k6z6s pont nem mind azonos, akkor az f1, fo, f3 egyenesek alkotta
A haromszog pontra nézve perspektiv az 010203 haromszoggel, a perspektivitds kdzéppontja
az Eszrevétel 1.-ben emlitett izogondlis konjugdlt. Desargues tétele szerint e két haromszognek
egyenesre nézve is perspektivnek kellene lennie, azaz az

fiNu =e Nuy = Hy, faNug =exNug = Ho, fzNug =e3Nuz = Hs

pontoknak egy egyenesre kell illeszkednie. Azonban ezek a pontok a ki, ko, ks irdnyitott korok
paronkénti ,antihasonlésagi pontjai” (pl Hy a ko irdnyitott kor és a ks irdnyitott kor ellen-
tettjének hasonldségi pontja), amelyek nincsenek egy egyenesen, ha O1, Oz, O3 sincsenek egy
egyenesen. Ha O1, Oz, O3 egy egyenesen vannak, akkor a kozos centralisra vonatkozo tengelyes
szimmetria miatt a feladat allitasa nyilvanvaldan teljesiil.

9.5.
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9. Vegyes feladatok Megoldasok

9.4M.1. é4bra.

1. megoldas. Felhasznaljuk az alabbi lemmat:

Lemma Az e egyenes pontosan akkor megy at az I1IoI3 haromszog magassigpontjan, ha e-
nek az I 1515 hdromszog oldalaira vonatkozé tiikorképei egy ponton mennek 4t (lasd a G.I1.6.5.—
G.I1.6.9. feladatokat).

A fenti lemmat itt nem igazoljuk.

Az e egyenesnek az I 15 egyenesre vonatkozo tikorképe a BC egyenes, mig az I3 egyenesre
vonatkozé tiikorképe C'D, igy csak azt kell megmutatni, hogy az e egyenes I;I3-ra vonatkozo
tiikorképe is atmegy C-n. Ezt kétféleképpen is igazoljuk.

I. gondolatmenet

Jelolje a DAM, M AB szogek szogfelezéit ty illetve to, a CDA, DAB, ABC, BCD szbgek
szogfelezbit rendre tp, ta, tp illetve to. Az utébbi négy szogfelezé rendre DC-t D A-ra, DA-t
BA-ra BA-t BC-re illetve BC-t DC-re képezi, mig t1 a DA-t e-re, mig t9 az e-t BA-ra viszi.

Ismeretes, hogy ABC D pontosan akkor érinténégyszog, ha a tg ot otp oto transzforméacio
az identitas. Mivel to(C) = C, igy most tpotq otp(C) = C. A t9 oty forgatds pontosan gy
képezi AD-t AB-re mint ta, igy tpotaot) otp(C) = C, azaz t; o tp(C) = ta o tp(C). Jeldlje
ezt az e-n talalhaté kozos pontot C'. A C’ pont tehéat a C' pont t; Ntp = I3 koriili elforgatottja,
és egyuttal a C pont to Nt = I korili elforgatottja is, azaz I3C = I3C" és I;C = I,C'. Ezek
szerint az I3CTy, I3C'T, haromszogek egybevagdk, €' a C tiikorképe I;I3-ra. Epp ezt akartuk
igazolni.

2. megoldas. A 9.5M1. megoldést folytatjuk masképp.

I1. gondolatmenet Legyen ABC D negativ koriiljarasu, és iranyitsuk az ABM, N D A harom-
szogek k1, ko beirt koreit pozitivan, az ABC D négyszog beirt ks korét negativan. A BA ésa CB
irdnyitott egyenesek érintik ki-et és antiérintik ks-at; a DA, C'D irdnyitott egyenesek érintik
ks-at és antiérintik ko-t mig az M A = e iranyitott egyenes és még egy f irdnyitott egyenes
érintik ko-t és antiérintik kq-et.
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Megoldasok 9. Vegyes feladatok

A BA, DA, MA = e iranyitott egyenesek az A ponton mennek &t, igy a 9.4. feladat al-
litdsa szerint a CB, CD, f egyenesek is egy ponton mennek at, azaz f atmegy C-n. Az e, f
iranyitott egyenesek érintik ki-et és antiérintik ko-t igy egyenesiik egymas tikorképe a ki, ko
korok centrédlisara vonatkozdlag, azaz f (forditott irdnyitdssal) az e egyenes Iy I-re vonatkozo
tiikorképe.

Végiilis azt kaptuk, hogy a feladatban A és C' egymaés izogondlis konjugdltjai az Iy I3 harom-
szogre vonatkozodlag, ahol I az ABC' D négyszog beirt korének kézéppontja.

9.6. Lasd a 3.17. feladatot!
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Alkalmazott roviditések

Konyvek neveinek roviditései

Al Algebra, 7-8. évfolyam
ATl Algebra, 9-10. évfolyam
AIIT Algebra, 11-12. évfolyam

ALG.IT Algoritmusok, 9-10. évfolyam
ANAL.IIT  Analizis, 11-12. évfolyam

F.I Figgvények, 7-8. évfolyam

F.II1 Fiiggvények, 11-12. évfolyam

G.I Geometria, 7-8. évfolyam

G.II Geometria, 9-10. évfolyam

G.I11 Geometria, 11-12. évfolyam

GR.II Specialis grafelméleti példak, 9-10. évfolyam
K.I Kombinatorika, 7-8. évfolyam

K.II Kombinatorika, 9-10. évfolyam

K.III Kombinatorika, 11-12. évfolyam

S7.1 Szamelmélet, 7-8. évfolyam

SZ.11 Szamelmélet, 9-10. évfolyam

V.II Valoszintiségszmités és statisztika, 9-10. évfolyam

VV.III Varosok viadala, 11-12. évfolyam
ZARUB Nemzeti versenyek, 11-12. évfolyam

Segitség és megoldas jelzése

A feladatok sorszamandl kerek zardjelben ,M” és |S” jelzi, ha a feladathoz (M)egoldds vagy
(S)egitség taldlhato.
Példaul 5. (M) Oldjuk meg a ... vagy 5. (MS) Oldjuk meg a ...

Hivatkozas jelzése

A feladatok sorszamanal szogletes zardjelben zardjelben szam jelzi a feladat szarmazasat vagy
kapcsolatat mutatd hivatkozast az ,,Ajanlott irodalom” részben.
Példdul: 4. [20.] Oldjuk meg a ...
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